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“
… It may turn out to be possible to build small quantum

computers, while scaling up to machines large enough to do
interesting computations may present fundamental

difficulties.

Even if no useful quantum computer is ever built, this
research does illuminate the problem of simulating quantum

mechanics on a classical computer.

”Peter W. Shor

Polynomial-Time Algorithms for Prime Factorization

and Discrete Logarithms on a Quantum Computer (1999).
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Planteamiento y objetivos

Este informe tiene por objetivo principal ofrecer a los profesionales de las matemáti-
cas tanto un punto de entrada al mundo de la computación cuántica como un resumen del
estado del arte y los problemas abiertos en diferentes áreas que puedan ser de su interés.
Para lograrlo, hemos tenido en cuenta los siguientes principios a la hora de elaborar el
informe:

⋄ Autocontención: Se ha intentado eliminar las barreras de entrada a la hora de com-
prender y poder hacer uso del documento, de modo que la persona que lo lea no
tenga que estar familiarizada con la computación cuántica para entenderlo.

⋄ Enfoque: El documento está pensado para matemáticos y el enfoque tomado a
la hora de explicar conceptos y plantear líneas de investigación refleja este punto
de vista particular. Hemos destacado los aspectos matemáticos de la computación
cuántica por encima de otros más enfocados a la física o la ingeniería.

⋄ Transversalidad: La computación cuántica es un campo muy amplio y con muy va-
riadas aplicaciones. Es por ello que hemos intentado recoger una gran diversidad
de temas de investigación que puedan ser interesantes a los matemáticos indepen-
dientemente de su área de trabajo, ofreciendo líneas de investigación cercanas al
álgebra, la criptografía, el análisis, la estadística, la optimización, la geometría, la
lógica, el cálculo numérico o la matemática aplicada.

⋄ Brevedad: Tener unos objetivos tan amplios conlleva la necesidad de ser breve en
la exposición. Se destacan solo los aspectos fundamentales y necesarios, ofreciendo
una amplia bibliografía al lector interesado para que pueda profundizar más en los
temas de su interés.

⋄ Transparencia: Hay temas concretos en computación cuántica que generan un in-
tenso debate a día de hoy, son fruto de muchas especulaciones o están sujetos a
diversos intereses (por ejemplo, la cuestión de la ventaja cuántica). Hemos intenta-
do ser transparentes y abiertos con los puntos conflictivos, presentando con clari-
dad los problemas, aportando referencias al respecto y dando nuestra opinión como
observadores externos.

⋄ Recursos: Además de la abundante bibliografía, se hace un repaso de los recursos
de todo tipo, en especial los electrónicos (páginas web, repositorios, foros, tuto-
riales, software de diseño de circuitos, simuladores, servicios cuánticos en línea…)
disponibles en la actualidad.

Estos principios nos han llevado a dividir el informe en dos partes. La primera es una
introducción somera a la computación cuántica pensada para un público objetivo formado
por profesionales de las matemáticas. La finalidad de esta parte es que el lector, sin ne-
cesidad de acudir a referencias adicionales, adquiera los rudimentos mínimos necesarios
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para iniciarse en el mundo de la computación cuántica y sacar mejor provecho de la se-
gunda parte. Para ello hemos incluido abundantes ejemplos y explicaciones que a menudo
se omiten en la literatura. También en esta primera parte comparamos la computación
cuántica con la clásica y explicamos en qué consiste el concepto de ventaja cuántica.

La segunda parte empieza con una breve exposición de la bibliografía (centrándose en
las monografías básicas y en las revisiones bibliográficas especializadas) y los recursos
disponibles para informarse, investigar y hacer uso de la computación cuántica. A con-
tinuación, se detalla una lista de problemas de interés y algoritmos, descritos de forma
somera, con abundantes referencias bibliográficas referentes al estado del arte y, en su
caso, los problemas abiertos y tendencias. Estos algoritmos y problemas están clasifica-
dos por áreas, pero esta clasificación es por necesidad arbitraria y deficiente, como lo es
cualquier intento de subdividir las matemáticas en parcelas. Aún así, pensamos que esta
división puede ser de utilidad a la hora de encontrar un problema o algoritmo concreto,
algo que no se conseguiría con otro tipo de organización.

Incluimos también en esta segunda parte un resumen de las posibles aplicaciones a
la industria y casos de uso de la computación cuántica. Hay que tener en cuenta que, al
ser una tecnología muy incipiente y poco distribuida, las aplicaciones actuales son muy
limitadas. También ponemos el foco sobre el caso de España, sus instituciones en materia
de computación cuántica, sus recursos y sus proyectos abiertos.

Finalmente, hay un índice alfabético de términos que puede ayudar al lector a encon-
trar aquellas cuestiones que considere de relevancia.
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Parte I

Introducción a la computación cuántica
para matemáticos

1 El concepto de cúbit y 𝑝-cúbit

En esta sección veremos uno de los elementos de la computación cuántica, el concep-
to de cúbit y 𝑝-cúbit. Para ello, nos centraremos en definiciones y propiedades básicas
meramente matemáticas sin mencionar las cuestiones relacionadas con la física cuán-
tica subyacentes. Existe una gran cantidad de literatura científica que el lector puede
consultar para profundizar al respecto, véase, entre otros, [312, 354]. En nuestro caso en
concreto, hemos optado por considerar como referencia principal [306] pues se adapta
muy bien al espíritu del documento: introducir la computación cuántica desde un punto
de vista matemático sin considerar las cuestiones físicas que la motivan y sustentan.

1.1 El concepto de cúbit

Comencemos presentando el concepto matemático de cúbit y su representación en la
esfera de Bloch. Para ello, consideraremos el plano complejoℂ2 comoℂ-espacio vectorial.
Se tendrá que dicho espacio vectorial tiene dimensión dos. Además, los vectores de la base
canónica

e0 = (
1
0 ) , e1 = (

0
1 ) ,

conforman una base ortonormal con respecto al producto escalar

⟨|⟩ ∶ (z,w) ∈ ℂ2 × ℂ2 → ⟨z|w⟩ =
1

∑
𝑗=0

𝑧𝑗𝑤𝑗 ∈ ℂ.

En particular, el par (ℂ2, ⟨|⟩) es un espacio de Hilbert.

Notación 1.1. Es frecuente, en computación cuántica, emplear las notaciones ⟨𝑧| (bra-
vector) y |𝑤⟩ (ket-vector) para denotar los siguientes elementos:

⟨𝑧| = ( 𝑧0 𝑧1 ) ,

|𝑤⟩ = (
𝑤0
𝑤1 ) .

De esta forma, la propia notación para el producto escalar de z por w, se puede entender
como el producto matricial de los elementos ⟨𝑧| y |𝑤⟩.
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Al comienzo de esta sección empleábamos la notación e0 y e1 para referirnos a los
elementos de la base canónica. A partir de ahora emplearemos la notación |0⟩ = e0 y |1⟩ =
e1, por ser la que se suele emplear con más frecuencia en el ámbito de la computación
cuántica. De esta forma, dado un elemento 𝜓 ∈ ℂ2, existirán elementos únicos 𝛼, 𝛽 ∈
ℂ tales que |𝜓⟩ = 𝛼 |0⟩ + 𝛽 |1⟩. Identificaremos, sin que por ello cause confusión, los
vectores 𝜓 ∈ ℂ2 con su correspondiente vector de coordenadas en la base canónica |𝜓⟩.

A continuación definiremos uno de los elementos básicos en la computación cuántica,
el concepto de cúbit.

Definición 1.2 (cúbit). Diremos que un elemento |𝜓⟩ ∈ ℂ2 es un cúbit si

‖ |𝜓⟩ ‖ = √⟨𝜓|𝜓⟩ = 1,

esto es, un cúbit es un elemento unitario del espacio ℂ2.

A los elementos |0⟩ y |1⟩ se les suele llamar estados básicos computacionales. Teniendo
en cuenta lo anterior, un cúbit se podrá expresar como combinación lineal de los estados
básicos computacionales, esto es, dado un elemento |𝜓⟩ ∈ ℂ2, existirán 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ tales
que

|𝜓⟩ = 𝛼 |0⟩ + 𝛽 |1⟩ ,
con

|𝛼|2 + |𝛽|2 = 1.
No podemos examinar un cúbit para obtener su estado cuántico (los valores de 𝛼 y 𝛽).
En lugar de eso, lo que nos dice la mecánica cuántica es que solamente podemos dispo-
ner de una información más restrictiva del estado cuántico. Cuando medimos un cúbit
obtenemos el resultado |0⟩ con probabilidad |𝛼|2, o el estado |1⟩ con probabilidad |𝛽|2.

Tal y como hemos visto en la sección anterior, un cúbit puede existir en un continuo
de estados entre el |0⟩ y |1⟩ hasta que sea observado. Remarquemos que cuando se mide
un cúbit, solamente obtenemos el estado |0⟩ o el estado |1⟩ como resultado de dicha
medición (probabilística).

Definición 1.3 (Estados básicos y superposición). Diremos que un cúbit |𝜓⟩ está en un
estado básico si |𝜓⟩ = ∑𝑗∈{0,1} 𝛼𝑗 |𝑗⟩ es tal que existe 𝑘 ∈ {0, 1} de forma que |𝛼𝑘| = 1 y

𝛼𝑗 = 0 para todo 𝑗 ≠ 𝑘. En caso contrario, diremos que está en superposición de estados
básicos.

Esta definición, con las modificaciones correspondientes, será válida para el caso de
tener sistemas con múltiplies cúbits.

Ejemplo 1.4. El cúbit1,

|+⟩ ∶= 1
√2

|0⟩ + 1
√2

|1⟩ ,

1Se suele denotar por |+⟩ ∶= 1
√2

|0⟩ + 1
√2

|1⟩ y por |−⟩ ∶= 1
√2

|0⟩ − 1
√2

|1⟩.
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se encuentra en superposición de estados básicos. Además, al realizar la medición del
estado cuántico del mismo, obtenemos

⋄ el estado |0⟩ el |1/√2|2 por ciento de las veces,

⋄ el estado |1⟩ el |1/√2|2 por ciento de las veces.

Esto es, tenemos un cincuenta por ciento de probabilidades de que al medir el estado
cuántico del cúbit, obtengamos el estado |0⟩ o el estado |1⟩. [MM]

Tal y como comentábamos anteriormente, un cúbit es un elemento de ℂ2, que quedrá
caracterizado por sus coordenadas en los estados básicos, 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ. Puesto que |𝛼|2 +
|𝛽|2 = 1, un cúbit quedará parametrizado por 4 − 1 = 3 números reales que, en última
instancia, podremos identificar con la esfera unidad en ℝ3.

En efecto, denotemos por

𝛼 =𝑟𝛼 e
𝑖 𝜃𝛼 ∈ ℂ,

𝛽 =𝑟𝛽 e
𝑖 𝜃𝛽 ∈ ℂ,

a las expresiones en forma polar de Euler de los complejos 𝛼 y 𝛽. De la relación |𝛼|2+|𝛽|2 =
1 deducimos que

𝑟2
𝛼 + 𝑟2

𝛽 = 1.
Por lo tanto, existe un elemento 𝜃 ∈ [0, 𝜋/2] tal que 𝑟𝛼 = cos(𝜃) y 𝑟𝛽 = sen(𝜃), de forma
equivalente, existe un elemento 𝜃 ∈ [0, 𝜋] tal que 𝑟𝛼 = cos(𝜃/2) y 𝑟𝛽 = sen(𝜃/2). Tenemos
entonces que:

|𝜓⟩ = cos(
𝜃
2) e𝑖 𝜃𝛼 |0⟩ + sen(

𝜃
2) e

𝑖 𝜃𝛽 |1⟩ ,

siendo 𝜃 ∈ [0, 𝜋] y 𝜃𝛼, 𝜃𝛽 ∈ [0, 2𝜋]. En particular,

|𝜓⟩ = e𝑖 𝜃𝛼
(cos(

𝜃
2) |0⟩ + e

𝑖 (𝜃𝛽−𝜃𝛼) sen(
𝜃
2) |1⟩) .

En la expresión anterior podemos despreciar el término e𝑖 𝜃𝛼 puesto que no tiene efectos
observables (luego analizaremos que quiere decir esto). Por lo tanto, si denotamos por
𝜑 = 𝜃𝛽 − 𝜃𝛼 ∈ [0, 2 𝜋], tenemos que

|𝜓⟩ ≡ |𝜓(𝜃, 𝜑)⟩ = cos(
𝜃
2) |0⟩ + e𝑖 𝜑 sen(

𝜃
2) |1⟩ .

Los parámetros 𝜃 ∈ [0, 𝜋] y 𝜑 ∈ [0, 2𝜋] se suelen identificar con puntos de la esfera
unidad en ℝ3 (ver Figura 1.1) que se conoce, en tal caso, como esfera de Bloch.

Ejemplo 1.5. Veamos que estados cuánticos se corresponden con los puntos de la esfera
(0, 0, 1), (0, 0, −1), (1, 0, 0), (−1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, −1, 0), respectivamente:

CTS-2023- 0044 Las Matemáticas en la era de la Computación Cuántica 11 / 151



𝜃

𝑦𝑥 𝜑

𝑧
|0⟩

|1⟩

|𝜓⟩

Fig. 1.1. Representación en la esfera de Bloch de un cúbit [312, Figure 1.3]).

1. (0, 0, 1) ≡ (0, 𝜑):

|𝜓⟩ = |𝜓(0, 𝜑)⟩ = cos(0) |0⟩ + e𝑖 𝜑 sen(0) |1⟩ = |0⟩ .

2. (0, 0, −1) ≡ (𝜋, 𝜑):

|𝜓⟩ = |𝜓(𝜋, 𝜑)⟩ = cos(
𝜋
2) |0⟩ + e𝑖 𝜑 sen(

𝜋
2) |1⟩ = e𝑖 𝜑 |1⟩ ≡ |1⟩ .

3. (1, 0, 0) ≡ (𝜋/2, 0):

|𝜓⟩ = |𝜓(𝜋/2, 0)⟩ = cos(
𝜋
4) |0⟩ + e𝑖 0 sen(

𝜋
4) |1⟩ = 1

√2
|0⟩ + 1

√2
|1⟩ = |+⟩ .

4. (−1, 0, 0) ≡ (𝜋/2, 𝜋):

|𝜓⟩ = |𝜓(𝜋/2, 𝜋)⟩ = cos(
𝜋
4) |0⟩ + e𝑖 𝜋 sen(

𝜋
4) |1⟩ = 1

√2
|0⟩ − 1

√2
|1⟩ = |−⟩ .

5. (0, 1, 0) ≡ (𝜋/2, 𝜋/2):

|𝜓⟩ = |𝜓(𝜋/2, 𝜋/2)⟩ = cos(
𝜋
4) |0⟩ + e

𝑖 𝜋
2 sen(

𝜋
4) |1⟩ = 1

√2
|0⟩ + 𝑖 1

√2
|1⟩ = |+𝑖⟩ .

6. (0, −1, 0) ≡ (𝜋/2, 3𝜋/2):
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|𝜓⟩ = |𝜓(𝜋/2, 3𝜋/2)⟩ = cos(
𝜋
4) |0⟩ + e

𝑖 3𝜋
2 sen(

𝜋
4) |1⟩ = 1

√2
|0⟩ − 𝑖 1

√2
|1⟩ = |−𝑖⟩ .

La identificación geométrica de los estados cuánticos que se corresponden con los pun-
tos anteriores puede resultar de utilidad a la hora de estudiar determinados operadores
lógicos en términos de movimientos rígidos de la esfera de Bloch. [MM]

1.2 El concepto de 𝑝-cúbit

La estructura matemática básica para expresar sistemas físicos con múltiples cúbits
es el producto tensorial de espacios de Hilbert. Anteriormente hemos visto que un cúbit
es un elemento del espacio ℍ ∶= ℂ2. En el caso de tener un sistema con dos cúbits sus
posibles estados estarán en el espacio resultante de hacer el producto tensorial de ℍ
por si mismo, ℍ ⊗ ℍ ∶= ℂ2 ⊗ ℂ2 y así sucesivamente. De esta manera, obtenemos la
siguiente definición.

Definición 1.6 (𝑝-cúbit). Diremos que un elemento |𝜓⟩ ∈ (ℂ2)
⊗𝑝 = ℂ2 ⊗ ⋯ ⊗ ℂ2 ≡ ℂ2𝑝

es un 𝑝-cúbit si ‖ |𝜓⟩ ‖ = √⟨𝜓|𝜓⟩ = 1. Esto es, un 𝑝-cúbit es un elemento unitario del

espacio ℂ2𝑝
.

Para entender el concepto de sistemas cuánticos conmúltiples cúbits, veamos algunas
nociones básicas del producto tensorial de espacios de Hilbert.

Sean (ℍ𝐴, ⟨|⟩𝐴
) y (ℍ𝐵, ⟨|⟩𝐵

) dos espacios de Hilbert. Dados |𝜑⟩ ∈ ℍ𝐴 y |𝜓⟩ ∈ ℍ𝐵,

definimos
|𝜑⟩ ⊗ |𝜓⟩ ∶ ℍ𝐴 × ℍ𝐵 → ℂ

(𝜉, 𝜂) → ⟨𝜉|𝜑⟩𝐴 ⟨𝜂|𝜓⟩𝐵 .

La aplicación anterior es antilineal1 en 𝜉 y 𝜂 y, además, es continua. Definamos el conjunto
de tales aplicaciones de la siguiente forma:

ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵 ∶= {Ψ ∶ ℍ𝐴 × ℍ𝐵 → ℂ ∶ Ψ es anti-lineal y continua} .

El espacio anterior es un espacio vectorial sobreℂ. Además, dados |𝜑⟩ ∈ ℍ𝐴 y |𝜓⟩ ∈ ℍ𝐵,
tenemos que |𝜑⟩ ⊗ |𝜓⟩ ∈ ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵 (para simplificar la notación es frecuente emplear
la notación |𝜑 ⊗ 𝜓⟩ ∶= |𝜑⟩ ⊗ |𝜓⟩).

Sean ahora |𝜑𝑘⟩ ⊗ |𝜓𝑘⟩ ∈ ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵, 𝑘 ∈ {1, 2}, definimos

⟨𝜑1 ⊗ 𝜑2|𝜓1 ⊗ 𝜓2⟩ ∶= ⟨𝜑1|𝜑2⟩𝐴 ⟨𝜓1|𝜓2⟩𝐵 .
1También se dice lineal-conjugada o sesquilineal. Dados dos ℂ-espacios vectoriales 𝑉 y 𝑊, una apli-

cación 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 se dice antilineal si 𝑓(𝑢 + 𝑣) = 𝑓(𝑢) + 𝑓(𝑣) y 𝑓(𝜆𝑢) = 𝜆𝑓(𝑢), para todo 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 y
𝜆 ∈ ℂ.
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La aplicación anterior es un producto escalar para vectores de la forma |𝜑⟩ ⊗ |𝜓⟩ ∈
ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵. Para definir el producto escalar para elementos genéricos Ψ ∈ ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵,
consideremos dos bases ortonormales {|𝑒𝑎⟩} ⊂ ℍ𝐴 y {|𝑓𝑏⟩} ⊂ ℍ𝐵 de, respectivamente,

ℍ𝐴 y ℍ𝐵. Se tendrá que {|𝑒𝑎⟩ ⊗ |𝑓𝑏⟩} ⊂ ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵 es un sistema ortonormal ya que

⟨𝑒𝑎1
⊗ 𝑓𝑏1|𝑒𝑎2

⊗ 𝑓𝑏2⟩ = ⟨𝑒𝑎1|𝑒𝑎2⟩
𝐴

⟨𝑓𝑏1|𝑓𝑏2⟩
𝐵 = 𝛿𝑎1𝑎2

𝛿𝑏1𝑏2
.

Consideremos ahora un vector |Ψ⟩ ∈ ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵 y sean 𝜉 ∈ ℍ𝐴, 𝜂 ∈ ℍ𝐵. Por un lado
(omitiremos los superíndices en los productos escalares sin que por ello se cause confu-
sión),

𝜉 = ∑𝑎
|𝑒𝑎⟩ ⟨𝑒𝑎|𝜉⟩ ,

𝜂 = ∑
𝑏

|𝑓𝑏⟩ ⟨𝑓𝑏|𝜂⟩ .

Por otro lado, gracias a la anti-linealidad de la aplicación Ψ,

Ψ(𝜉, 𝜂) =Ψ (∑𝑎
|𝑒𝑎⟩ ⟨𝑒𝑎|𝜉⟩ , ∑

𝑏
|𝑓𝑏⟩ ⟨𝑓𝑏|𝜂⟩) = ∑

𝑎,𝑏
Ψ(|𝑒𝑎⟩ , |𝑓𝑏⟩)⟨𝑒𝑎|𝜉⟩ ⟨𝑓𝑏|𝜂⟩

= ∑
𝑎,𝑏

Ψ(|𝑒𝑎⟩ , |𝑓𝑏⟩) ⟨𝜉|𝑒𝑎⟩ ⟨𝜂|𝑓𝑏⟩ = ∑
𝑎,𝑏

Ψ(|𝑒𝑎⟩ , |𝑓𝑏⟩) |𝑒𝑎⟩ ⊗ |𝑓𝑏⟩ (𝜉, 𝜂)

=
(∑

𝑎,𝑏
Ψ(|𝑒𝑎⟩ , |𝑓𝑏⟩) |𝑒𝑎 ⊗ 𝑓𝑏⟩

)
(𝜉, 𝜂) .

Tenemos entonces que, dado |Ψ⟩ ∈ ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵,

|Ψ⟩ = ∑
𝑎,𝑏

Ψ(|𝑒𝑎⟩ , |𝑓𝑏⟩) |𝑒𝑎 ⊗ 𝑓𝑏⟩ .

Podemos entonces definir el producto escalar de dos vectores |Ψ⟩ y |Φ⟩ de ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵 de
la siguiente forma:

⟨Ψ|Φ⟩ = ∑
𝑎1,𝑏1

∑
𝑎2,𝑏2

Ψ(|𝑒𝑎⟩ , |𝑓𝑏⟩)Φ(|𝑒𝑎⟩ , |𝑓𝑏⟩) ⟨𝑒𝑎1
⊗ 𝑓𝑏1|𝑒𝑎2

⊗ 𝑓𝑏2⟩

= ∑
𝑎1,𝑏1

∑
𝑎2,𝑏2

Ψ(|𝑒𝑎⟩ , |𝑓𝑏⟩)Φ(|𝑒𝑎⟩ , |𝑓𝑏⟩).

Habría que comprobar que el producto escalar así definido es realmente un producto
escalar y que no depende de la elección de las bases ortonormales para ℍ𝐴 y ℍ𝐵.

Se tiene entonces que el bra-vector asociado a |Ψ⟩ es

⟨Ψ| = ∑
𝑎,𝑏

Ψ(|𝑒𝑎⟩ , |𝑓𝑏⟩) ⟨𝑒𝑎 ⊗ 𝑓𝑏| .
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Dicho vector actúa sobre un elemento |Φ⟩ ∈ ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵 como hemos visto antes.

La norma asociada a un elemento |Ψ⟩ ∈ ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵 es, entonces,

‖Ψ‖2 = ⟨Ψ|Ψ⟩ = ∑
𝑎,𝑏

|Ψ(|𝑒𝑎⟩ , |𝑓𝑏⟩)|
2 .

En particular, dado un elemento |Ψ ⊗ Φ⟩ ∈ ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵,

‖ |Ψ ⊗ Φ⟩ ‖2 = ⟨Ψ ⊗ Φ|Ψ ⊗ Φ⟩ = ⟨Ψ|Ψ⟩ ⟨Φ|Φ⟩ = ‖Φ‖‖Ψ‖.

Se tiene entonces que ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵 es un espacio de Hilbert (es importante que las dimen-
siones de ℍ𝐴 y ℍ𝐵 sean finitas). Para nuestros propósitos es suficiente con identificar
ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵 con

ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵 =
⎧{
⎨{⎩∑

𝑎,𝑏
Ψ𝑎𝑏 |𝑒𝑎 ⊗ 𝑓𝑏⟩ ∶ ∑

𝑎,𝑏
|Ψ𝑎𝑏|2 < ∞

⎫}
⎬}⎭

y las reglas de cálculo,

⟨Ψ|Φ⟩ = ∑
𝑎,𝑏

Ψ𝑎𝑏Φ𝑎𝑏, ‖ |Ψ⟩ ‖2 = ∑
𝑎,𝑏

|Ψ𝑎𝑏|2.

Llegamos entonces al siguiente resultado.

Proposición 1.7 ([354, Proposition 3.2]). Dadas dos bases ortonormales {|𝑒𝑎⟩} ⊂ ℍ𝐴 y

{|𝑓𝑏⟩} ⊂ ℍ𝐵, el conjunto {|𝑒𝑎⟩ ⊗ |𝑓𝑏⟩} forma una base ortonormal de ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵 y, para

espacios vectoriales de dimensión finita ℍ𝐴 y ℍ𝐵, tenemos que

dim (ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵) = dimℍ𝐴 ⋅ dimℍ𝐵.

Observación 1.8. Dado un espacio de Hilbert complejo ℍ de dimensión finita 𝑛, identifi-
caremos las bases {|𝑒𝑗⟩} ⊂ ℍ con una base en ℂ𝑛. Veamos como se translada esta idea

al caso de considerar el producto tensorial de dos espacios de Hilbert ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵, sien-
do, dim(ℍ𝑋) = 𝑛𝑋 < ∞, con 𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵}. Sean entonces {|𝑒𝑎⟩} ⊂ ℍ𝐴 y {|𝑓𝑏⟩} ⊂ ℍ𝐵

dos bases ortonormales. Consideremos el isomorfismo ℍ𝑋 ≃ ℂ𝑛𝑋, con 𝑋 ∈ {𝐴, 𝐵}, y
veamos como podemos establecer un isomorfismo ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵 ≃ ℂ𝑛𝐴𝑛𝐵 identificando la
base {|𝑒𝑎 ⊗ 𝑓𝑏⟩} ⊂ ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵 con la base canónica en ℂ𝑛𝐴𝑛𝐵 . Para ello, consideraremos
la siguiente relación:

|𝑒1 ⊗ 𝑓1⟩ =

1
2
⋮
⋮

𝑛𝐴𝑛𝐵

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1
0
⋮
⋮
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, |𝑒1 ⊗ 𝑓2⟩ =

1
2
⋮
⋮

𝑛𝐴𝑛𝐵

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
1
⋮
⋮
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, … ,
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|𝑒𝑎 ⊗ 𝑓𝑏⟩ =

1
⋮
⋮

(𝑎 − 1) 𝑛𝐵 + 𝑏
⋮
⋮

𝑛𝐴𝑛𝐵

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
⋮
0
1
0
⋮
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, … , |𝑒𝑛𝐴
⊗ 𝑓𝑛𝐵⟩ =

1
2
⋮
⋮

𝑛𝐴𝑛𝐵

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0
0
⋮
⋮
1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Con lo cual, dado un vector |Ψ⟩ ∈ ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵, tenemos que

|Ψ⟩ =
𝑛𝐴

∑
𝑎=1

𝑛𝐵

∑
𝑏=1

Ψ𝑎𝑏 |𝑒𝑎 ⊗ 𝑓𝑏⟩ =

1
⋮

(𝑎 − 1) 𝑛𝐵 + 𝑏
⋮

𝑛𝐴𝑛𝐵

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

Ψ11
⋮

Ψ𝑎𝑏
⋮

Ψ𝑛𝐴𝑛𝐵

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Ejemplo 1.9. Consideremos ahora el caso de tener un sistema cuántico compuesto por
dos cúbits. En este caso, ℍ𝐴 = ℍ𝐵 = ℂ2, con las siguientes bases ortonormales:

{|𝑒𝑎⟩} = {|𝑓𝑏⟩} = {|0⟩ , |1⟩} = {(
1
0 ) , (

0
1 )} .

Con lo cual, para ℍ𝐴 ⊗ ℍ𝐵 ≃ ℂ4, tenemos la siguiente base ortonormal:

{|𝑒𝑎 ⊗ 𝑓𝑏⟩} = {|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩} =

⎧{{{
⎨{{{⎩

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0
1
0
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0
0
1
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

,

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

0
0
0
1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎫}}}
⎬}}}⎭

.

Se tiene, por lo tanto, que un 2-cúbit |𝜓⟩ ∈ ℂ4 se puede expresar en función de los cuatro
estados básicos anteriores:

|𝜓⟩ = 𝛼00 |00⟩ + 𝛼01 |01⟩ + 𝛼10 |10⟩ + 𝛼11 |11⟩ ,

donde
|𝛼00|2 + |𝛼01|2 + |𝛼10|2 + |𝛼11|2 = 1.

Al igual que en el caso de un cúbit, no podemos examinar el 2-cúbit para obtener su
estado cuántico (los valores de 𝛼00, 𝛼01, 𝛼10 y 𝛼11). Una vez medido el 2-cúbit, obtenemos
el estado |00⟩ con probabilidad |𝛼00|2, el estado |01⟩ con probabilidad |𝛼01|2, etc.

En el caso de considerar un 3-cúbit, necesitaremos un tercer espacio ℍ𝐶 = ℂ2. En
este caso, la base ortonormal será:

{|𝑒𝑎 ⊗ 𝑓𝑏 ⊗ 𝑔𝑐⟩} = {|000⟩ , |001⟩ , |010⟩ , |011⟩ , |100⟩ , |101⟩ , |110⟩ , |111⟩},
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que se corresponde con la base canónica de ℂ8 como ℂ-espacio vectorial. Por lo tanto,

un 3-cúbit |𝜓⟩ ∈ ℂ23
se puede expresar como:

|𝜓⟩ =𝛼000 |000⟩ + 𝛼001 |001⟩ + 𝛼010 |010⟩ + 𝛼011 |011⟩
+ 𝛼100 |100⟩ + 𝛼101 |101⟩ + 𝛼110 |110⟩ + 𝛼111 |111⟩ ,

donde

|𝛼000|2 + |𝛼001|2 + |𝛼010|2 + |𝛼011|2 + |𝛼100|2 + |𝛼101|2 + |𝛼110|2 + |𝛼111|2 = 1. . [MM]

Notación 1.10. Observamos que amedida que aumentamos el número de 𝑝-cúbits, se hace
cada vez más tedioso mantener la notación que hemos estado empleando hasta ahora,
en donde detallamos cada uno de los elementos asociados a los estados básicos. Con la
finalidad de simplificar la escritura, será frecuente emplear la siguiente notación:

∑
𝑗∈{0,1}3

𝛼𝑗 |𝑗⟩ =𝛼000 |000⟩ + 𝛼001 |001⟩ + 𝛼010 |010⟩ + 𝛼011 |011⟩

+ 𝛼100 |100⟩ + 𝛼101 |101⟩ + 𝛼110 |110⟩ + 𝛼111 |111⟩

De esta forma, un 𝑝-cúbit |𝜓⟩ ∈ ℂ2𝑝
se puede expresar como combinación lineal de 2𝑝

estados básicos:
|𝜓⟩ = ∑

𝑗∈{0,1}𝑝

𝛼𝑗 |𝑗⟩ ,

donde

∑
𝑗∈{0,1}𝑝

|𝛼𝑗|
2 = 1.

Otra forma de denotar los estados básicos cuando tengamos circuitos cuánticos con
un gran número de cúbits es considerar el desarrollo en binario de la posición que ocupa
en la numeración global cada uno de los estados básicos. Supongamos que tenemos un
𝑝-cúbit. En este caso, tenemos 𝑛 = 2𝑝 estados básicos, que numeraremos de 0 a 2𝑝 − 1
(indicamos cada uno de los estados básicos numerados de 0 a 2𝑝 −1 con un subíndice para
aclarar que se corresponden con los estados básicos de un sistema formado por 𝑝 cúbits):

|0⟩𝑝 = |0 ⋅ 2𝑝−1 + 0 ⋅ 2𝑝−2 + … + 0 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20⟩𝑝 = |00 ⋯ 000⟩ ,

|1⟩𝑝 = |0 ⋅ 2𝑝−1 + 0 ⋅ 2𝑝−2 + … + 0 ⋅ 21 + 1 ⋅ 20⟩𝑝 = |00 ⋯ 001⟩ ,

|2⟩𝑝 = |0 ⋅ 2𝑝−1 + 0 ⋅ 2𝑝−2 + … + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20⟩𝑝 = |00 ⋯ 010⟩ ,

|3⟩𝑝 = |0 ⋅ 2𝑝−1 + 0 ⋅ 2𝑝−2 + … + 1 ⋅ 21 + 1 ⋅ 20⟩𝑝 = |00 ⋯ 011⟩ ,

⋮
|2𝑝 − 2⟩𝑝 = |1 ⋅ 2𝑝−1 + 1 ⋅ 2𝑝−2 + … + 1 ⋅ 21 + 0 ⋅ 20⟩𝑝 = |11 ⋯ 110⟩ ,

|2𝑝 − 1⟩𝑝 = |1 ⋅ 2𝑝−1 + 1 ⋅ 2𝑝−2 + … + 1 ⋅ 21 + 1 ⋅ 20⟩𝑝 = |11 ⋯ 111⟩ .
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En particular, dado 𝑗 ∈ {0, … , 2𝑝−1}, |𝑗⟩𝑝 = |𝑗⟩, donde |𝑗⟩ = |𝑗1 … 𝑗𝑝⟩ (𝑗1 es el bit más

significativo), siendo 𝑗 ∈ {0, 1}𝑝 tal que

𝑗 =
𝑝

∑
𝑘=1

𝑗𝑘2𝑝−𝑘.

Por ejemplo, en el caso de tener 𝑝 = 3 cúbits, el número de estados básicos es 𝑛 = 23 = 8:

|0⟩3 = |000⟩ ,
|1⟩3 = |001⟩ ,
|2⟩3 = |010⟩ ,
|3⟩3 = |011⟩ ,
|4⟩3 = |100⟩ ,
|5⟩3 = |101⟩ ,
|6⟩3 = |110⟩ ,
|7⟩3 = |111⟩ .

Por lo tanto, las siguientes notaciones son equivalentes:

|𝜓⟩ = ∑
𝑗∈{0,1}3

𝛼𝑗 |𝑗⟩ =
23−1

∑
𝑗=0

𝛼𝑗 |𝑗⟩3 .

De forma general, para un 𝑝-cúbit |𝜓⟩,

|𝜓⟩ = ∑
𝑗∈{0,1}𝑝

𝛼𝑗 |𝑗⟩ =
2𝑝−1

∑
𝑗=0

𝛼𝑗 |𝑗⟩𝑝 .

Observación 1.11. Alternativamente a la identificación que hemos hecho de los estados
básicos en un sistema formado por múltiples cúbits, en la bibliografía, se suele emplear
la siguiente regla para la construcción del producto tensorial entre dos estados |𝜓⟩ =
𝛼0 |0⟩ + 𝛼1 |1⟩ ∈ ℂ2 y |𝜑⟩ = 𝛽0 |0⟩ + 𝛽1 |1⟩ ∈ ℂ2:

|𝜓⟩ ⊗ |𝜑⟩ =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝛼0 (
𝛽0
𝛽1 )

𝛼1 (
𝛽0
𝛽1 )

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝛼0 𝛽0
𝛼0 𝛽1
𝛼1 𝛽0
𝛼1 𝛽1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=𝛼0𝛽0 |00⟩ + 𝛼0𝛽1 |01⟩ + 𝛼1𝛽0 |10⟩ + 𝛼1𝛽1 |11⟩ ∈ (ℂ2)⊗2 ≡ ℂ4.

Observar que el producto de dos estados cuánticos representados por 1-cúbit es un es-
tado cuántico de 2-cúbits,

|𝛼0𝛽0|2 + |𝛼0𝛽1|2 + |𝛼1𝛽0|2 + |𝛼1𝛽1|2 = |𝛼0|2 (|𝛽0|2 + |𝛽1|2) + |𝛼1|2 (|𝛽0|2 + |𝛽1|2)
=|𝛼0|2 + |𝛼1|2 = 1.
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En particular, podemos obtener los estados básicos del espacio ℂ4 aplicando la regla
anterior para obtener el producto tensorial de los estados básicos del espacio ℂ2. De
esta forma, por ejemplo,

|00⟩ = |0⟩ ⊗ |0⟩ =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 (
1
0 )

0 (
1
0 )

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Esta regla que acabamos de describir para la construcción del producto tensorial de dos
estados cuánticos se puede trasladar, tal y como veremos, a la construcción del producto
tensorial de operadores lógicos.

Observación 1.12. Debemos observar que, aunque el producto tensorial de dos 1-cúbits
del espacio ℂ2 es 2-cúbit del espacio (ℂ2)⊗2, no todos los estados 2-cúbits de (ℂ2)⊗2

se pueden expresar como producto tensorial de 1-cúbits del espacio ℂ2. Por ejemplo, el
estado

|𝜓⟩ = 1
2 |00⟩ + 1

2 |01⟩ + 1
2 |10⟩ + 1

2 |11⟩ ,

se puede expresar como el producto tensorial:

(
1

√2
|0⟩ + 1

√2
|1⟩) ⊗ (

1
√2

|0⟩ + 1
√2

|1⟩) .

Sin embargo, el estado
1

√2
|00⟩ + 1

√2
|11⟩

no se puede expresar como el producto tensorial de dos estados, como se verá más ade-
lante. Esta observación nos lleva a la siguiente definición.

Definición 1.13 (Estado producto y entrelazamiento). Un 𝑝-cúbit |𝜓⟩ ∈ (ℂ2)⊗𝑝 es un
estado producto si se puede expresar como el producto tensorial de 𝑝 1-cúbits {|𝜓𝑘⟩}𝑝

𝑘=1:

|𝜓⟩ = |𝜓1⟩ ⊗ |𝜓2⟩ ⊗ ⋯ ⊗ |𝜓𝑝⟩ =
𝑝

⨂
𝑘=1

|𝜓𝑘⟩ .

En el caso de que no sea posible expresarlo como producto tensorial de 𝑝 1-cúbits, dire-
mos que está entrelazado.

Observación 1.14. Se puede comprobar (ver [306, Example 2.9]) que un 2-cúbit |𝜓⟩ =
𝛼00 |00⟩ + 𝛼01 |01⟩ + 𝛼10 |10⟩ + 𝛼11 |11⟩ se puede expresar como el producto tensorial de
dos 1-cúbits si y solamente si se cumple la siguiente condición de entrelazamiento:

𝛼00𝛼11 = 𝛼01𝛼10. (1.1)

En particular, el conjunto de estados cuánticos que podemos representar con 𝑞-cúbits
es más grande que el que podemos representar con el producto tensorial de 𝑞 estados
cuánticos de un cúbit.
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Ejemplo 1.15. A la vista de la definición anterior, el 2-cúbit

|𝜓⟩ = 1
2 |00⟩ + 1

2 |01⟩ + 1
2 |10⟩ + 1

2 |11⟩

es un estado producto de dos 1-cúbits ya que cumple la condición de entrelazamiento (1.1).
Es más, ya hemos visto que |𝜓⟩ = |𝜓1⟩ ⊗ |𝜓2⟩, donde:

|𝜓1⟩ = |𝜓2⟩ = 1
√2

|0⟩ + 1
√2

|1⟩ .

Por otro lado, el 2-cúbit
|𝜓⟩ = 1

√2
|00⟩ + 1

√2
|11⟩

está entrelazado ya que no cumple la condición de entrelazamiento (1.1). [MM]

2 Circuitos cuánticos

El elemento fundamental de la computación cuántica es el circuito o algoritmo cuánti-
co cuántico. Un circuito cuántico es una rutina computacional que consiste en una secuen-
cia ordenada de puertas cuánticas lógicas, mediciones y reinicios cuánticos, que pueden
estar condicionados por algún tipo de computación clásica en tiempo real. Es importante
destacar que, como veremos en la siguiente sección, las operaciones (puertas) que pode-
mos hacer en un ordenador cuántico se corresponden, salvo la medición, con operadores
unitarios. En particular, y al contrario de lo que ocurre en computación clásica, las puer-
tas cuánticas son lineales y reversibles. Aunque estas dos propiedades pueden parecer a
priori muy restrictivas, un ordenador cuántico universal es Turing-completo [141].

Un circuito cuántico se representa indicando qué operaciones se realizan en cada cúbit
o grupo de cúbits. En el caso de que tengamos una computadora cuántica de 𝑝 cúbits, re-
presentamos 𝑝 líneas (cada una de las cuales representa un cúbit), donde la línea superior
indica el cúbit 1 y el resto se numeran en orden creciente (ver Figura 2.1). Las operaciones

cúbit 1

cúbit 2

⋮

cúbit p

Fig. 2.1. Notación para un conjunto de 𝑝 cúbits en un circuito cuántico.

o puertas lógicas toman líneas de cúbits como entrada, tienen el mismo número de líneas
de cúbits como salida y aplican la matriz unitaria indicada en la puerta al estado cuánti-
co de esos cúbits (ver Figura 2.2). Es importante destacar que los diagramas se leen de
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cúbit 1

cúbit 2

𝑈

Fig. 2.2. Notación para una puerta lógica 𝑈 que actúa sobre un 2-cúbit.

izquierda a derecha (debido a que cada operación se corresponde con una matriz unitaria
la dirección de lectura no es obvia). Por ejemplo, en el circuito de la Figura 2.3, primero
aplicamos la puerta 𝐴 al 2-cúbit |𝜓⟩ y luego aplicamos la puerta 𝐵 al 2-cúbit 𝐴 |𝜓⟩. Ten-
dremos entonces que |𝜑⟩ = 𝐵𝐴 |𝜓⟩. Cuando tengamos un circuito formado por varios

|𝜓⟩ 𝐴 𝐵 |𝜑⟩

Fig. 2.3. Ejemplo de circuito cuántico con dos puertas lógicas que actúan sobre un 2-
cúbit.

cúbits, es posible aplicar una puerta sobre un único cúbit (entendemos que en el resto
aplicamos el operador identidad). Por ejemplo, el circuito de la Figura 2.4 es equivalente

|𝜓⟩ = |𝜑1⟩ ⊗ |𝜑2⟩
𝑈

|𝜑⟩ = (𝑈 |𝜑1⟩ ⊗ |𝜑2⟩)

Fig. 2.4. Puerta lógica 𝑈 actuando sobre el primer cúbit.

al de la Figura 2.5 (en las siguientes secciones detallaremos el producto tensorial de dos
operadores).

|𝜓⟩ = |𝜑1⟩ ⊗ |𝜑2⟩ 𝑈 ⊗ 𝐼 |𝜑⟩ = (𝑈 ⊗ 𝐼) (|𝜑1⟩ ⊗ |𝜑2⟩)

Fig. 2.5. Puerta lógica 𝑈 × 𝐼 actuando sobre los dos cúbits.

2.1 Puertas lógicas para cúbits

Las operaciones que podemos hacer sobre estados cuánticos deben satisfacer ciertas
condiciones para asegurar que se mantienen las propiedades básicas del estado cuántico.
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Definición 2.1 (Puerta lógica para un cúbit). Una puerta lógica para un cúbit es una ma-
triz 𝑈 ∈ M2×2(ℂ) tal que 𝑈†𝑈 = 𝑈𝑈† = 𝐼2. Esto es, cualquier matriz unitaria es una
puerta lógica.

Es importante destacar que todas las puertas lógicas son operadores lineales inverti-
bles que preservan la norma.

Observación 2.2. Recordemos que cuando introdujimos la esfera de Bloch comentamos
que los estados |𝜓⟩ = 𝛼 |0⟩ + 𝛽 |1⟩ y |𝜑⟩ = e𝑖𝜃 (𝛼 |0⟩ + 𝛽 |1⟩) son indistinguibles. Por
un lado resulta claro que si medimos el estado |𝜓⟩ obtenemos el estado básico |0⟩ con
probabilidad |𝛼|2 y el estado |1⟩ con probabilidad |𝛽|2. Al medir el estado |𝜑⟩, obtenemos
exactamente lo mismo, ya que |e𝑖𝜃| = 1. Por otro lado, dada una puerta lógica 𝑈, tampoco
observaremos diferencias visibles entre 𝑈 |𝜓⟩ y 𝑈 |𝜑⟩.

A continuación listamos las puertas lógicas más importantes para un solo cúbit ex-
presadas en términos de los estados básicos {|0⟩ , |1⟩}.

⋄ Factor de fase (Phase-factor):

𝑀(𝛼) ∶= e𝑖 𝛼1 = (
e𝑖 𝛼 0
0 e𝑖 𝛼 ) .

𝑀(𝛼)

Fig. 2.6. Notación para la puerta Phase-factor.

⋄ Desplazamiento de fase (Phase-shift):

𝑃(𝛼) ∶= |0⟩ ⟨0| + e𝑖 𝛼 |1⟩ ⟨1| = (
1
0 ) ( 1 0 ) + e𝑖 𝛼

(
0
1 ) ( 0 1 )

= (
1 0
0 0 ) + (

0 0
0 e𝑖 𝛼 ) = (

1 0
0 e𝑖 𝛼 ) .

𝑃(𝛼)

Fig. 2.7. Notación para la puerta Phase-shift.

⋄ Matriz de Pauli 𝑋 (Pauli-X o Q-NOT):

𝑋 ≡ 𝜎𝑥 ∶= |0⟩ ⟨1| + |1⟩ ⟨0| = (
0 1
1 0 ) .
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𝑋

Fig. 2.8. Notación para la puera Pauli-X.

⋄ Matriz de Pauli 𝑌 (Pauli-Y):

𝑌 ≡ 𝜎𝑦 ∶= − 𝑖 |0⟩ ⟨1| + 𝑖 |1⟩ ⟨0| = (
0 −𝑖
𝑖 0 ) .

𝑌

Fig. 2.9. Notación para la puerta Pauli-Y.

⋄ Matriz de Pauli 𝑍 (Pauli-Z):

𝑍 ≡ 𝜎𝑧 ∶= |0⟩ ⟨0| − |1⟩ ⟨1| = (
1 0
0 −1 ) .

𝑍

Fig. 2.10. Notación para la puerta Pauli-Z.

⋄ Puerta de Hadamard:

𝐻 ∶= 1
√2

(𝜎𝑥 + 𝜎𝑧) = 1
√2 ((

0 1
1 0 ) + (

1 0
0 −1 )) =

(
1/√2 1/√2
1/√2 −1/√2 )

.

𝐻

Fig. 2.11. Notación para la puerta de Hadamard.

Ejemplo 2.3. Tal y como comentamos cuando introdujimos la esfera de Bloch, ciertas
puertas lógicas se corresponden con movimientos rígidos de la esfera de Bloch. Por ejem-
plo, la puerta Pauli-X sobre los cúbits del Ejemplo 1.5 actúa de la siguiente manera:

⋄ |0⟩ |1⟩𝑋 transforma |𝜓(0, 𝜑)⟩ en |𝜓(𝜋, 𝜑)⟩.

⋄ |+⟩ |+⟩𝑋 deja invariante |𝜓(𝜋/2, 0)⟩.
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⋄ |−⟩ |−⟩𝑋 deja invariante |𝜓(𝜋/2, 𝜋)⟩.

⋄ |+𝑖⟩ |−𝑖⟩𝑋 transforma |𝜓(𝜋/2, 𝜋/2)⟩ en |𝜓(𝜋/2, 3𝜋/2)⟩.

⋄ |−𝑖⟩ |+𝑖⟩𝑋 transforma |𝜓(𝜋/2, 3𝜋/2)⟩ en |𝜓(𝜋/2, 𝜋/2)⟩.

En particular, la puerta Pauli-X se corresponde con una rotación de 180º con respecto al
eje 𝑋 en la esfera de Bloch. Análogamente, podemos comprobar que la puerta Pauli-Y
se corresponde con una rotación de 180º con respecto al eje 𝑌 y que la puerta Pauli-Z
se corresponde con una rotación de 180º con respecto al eje 𝑍. En lo que respecta a la
puerta de Hadamard, esta se corresponde con una rotación de 180º con respecto al eje
𝑋 + 𝑍. [MM]

Para terminar esta sección en la que analizamos algunas de las puertas más impor-
tantes para un cúbit, remarcamos que todas ellas pueden ser representadas, en esencia,
por la siguiente matriz parametrizada que describe todo los operadores unitarios [306]:

𝑈(𝜃, 𝜑, 𝜆) = (
e−𝑖 (𝜑+𝜆)/2 cos(𝜃/2) −e−𝑖 (𝜑−𝜆)/2 sen(𝜃/2)
e𝑖 (𝜑−𝜆)/2 sen(𝜃/2) e𝑖 (𝜑+𝜆)/2 cos(𝜃/2) ) .

Cualquier matriz unitaria puede ser obtenida empleando la matriz anterior eligiendo de
forma apropiada los parámetros 𝜃, 𝜑 y 𝜆. Es más (ver [244], [312, Section 4.5]), cualquier
matriz unitaria puede ser aproximada con una precisión arbitraria por una secuencia finita
compuesta por puertas 𝐻, 𝑃(𝜋/4) y CNOT (ver Sección 2.2).

2.2 Puertas lógicas para 𝑝-cúbits

Al igual que en caso de un cúbit, una puerta lógica para un circuito formado por 𝑝 cúbits
se puede definir como un operador unitario.

Definición 2.4 (Puerta lógica para un 𝑝-cúbit). Una puerta lógica para un 𝑝-cúbit es
una matriz 𝑈 ∈ M2𝑝×2𝑝(ℂ) tal que 𝑈†𝑈 = 𝑈𝑈† = 𝐼2𝑝, siendo 𝑈† la matriz conjugada
transpuesta.

Una de las formasmás frecuentes de construír puertas lógicas para sistemas formados
por varios cúbits es a través del producto tensorial de puertas lógicas para uno o varios
cúbits. En la Observación 1.11 establecíamos una regla para obtener el producto tensorial
de dos cúbits y avanzábamos que dicha regla se podía extender al caso de considerar
operadores lógicos sobre cúbits.

CTS-2023- 0044 Las Matemáticas en la era de la Computación Cuántica 24 / 151



Definición 2.5 (Producto de Kronecker). Sean 𝐴 ∈ M𝑚×𝑛(ℂ) y 𝐵 ∈ M𝑝×𝑞(ℂ), definimos
el producto de Kronecker 𝐴 ⊗ 𝐵 ∈ M𝑚𝑝×𝑛𝑞(ℂ) como:

𝐴 ⊗ 𝐵 ∶=

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑎11𝐵 ⋯ 𝑎1𝑛𝐵
𝑎21𝐵 ⋯ 𝑎2𝑛𝐵

⋮ ⋮
𝑎𝑚1𝐵 ⋯ 𝑎𝑚𝑛𝐵

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Si consideramos la base canónica de los espacios vectorialesM𝑚×𝑛(ℂ) yM𝑝×𝑞(ℂ), la ope-
ración bilineal⊗ definida sobre el producto tensorialM𝑚×𝑛(ℂ)⊗M𝑝×𝑞(ℂ) es simplemen-
te el producto de Kronecker.

A continuación listamos algunas propiedades del producto tensorial que nos resulta-
rán de utilidad a la hora de trabajar con puertas lógicas definidas sobre sistemas formados
por múltiples cúbits.

Proposición 2.6. Sean 𝐴, 𝐵 ∈ M𝑚×𝑚(ℂ) y 𝐶, 𝐷 ∈ M𝑛×𝑛(ℂ), 𝑢, 𝑣 ∈ ℂ𝑚, 𝑤, 𝑥 ∈ ℂ𝑛 y
𝑎, 𝑏 ∈ ℂ. Se tendrá que:

1. (𝐴 ⊗ 𝐶)(𝐵 ⊗ 𝐷) = 𝐴𝐵 ⊗ 𝐶𝐷.

2. (𝐴 ⊗ 𝐶)(𝑢 ⊗ 𝑤) = 𝐴𝑢 ⊗ 𝐶𝑤.

3. (𝑢 + 𝑣) ⊗ 𝑤 = 𝑢 ⊗ 𝑤 + 𝑣 ⊗ 𝑤.

4. 𝑢 ⊗ (𝑤 + 𝑥) = 𝑢 ⊗ 𝑤 + 𝑢 ⊗ 𝑥.

5. (𝑎𝑢) ⊗ (𝑏𝑤) = 𝑎𝑏(𝑢 ⊗ 𝑤).

6. (𝐴 ⊗ 𝐵)† = 𝐴† ⊗ 𝐵†.

Es frecuente cuando queremos hacer el producto tensorial de un operador lineal 𝐴 por

si mismo 𝑛 veces emplear la notación 𝐴⊗𝑛 = 𝐴⊗ (𝑛)⋯ ⊗𝐴.

Gracias a la proposición anterior podemos asegurar que el producto tensorial de dos
puertas unitarias sigue siendo una puerta unitaria.

Corolario 2.7. Sean 𝑈 ∈ M2𝑝×2𝑞(ℂ) y 𝑉 ∈ M2𝑞×2𝑞(ℂ) dos operadores unitarios. Entonces,

1. 𝑈 ⊗ 𝑉 es un operador unitario en el espacio M2𝑝+𝑞×2𝑝+𝑞(ℂ).

2. (𝑈 ⊗ 𝑉)(|𝜓⟩𝑝 ⊗ |𝜑⟩𝑞) = (𝑈 |𝜓⟩𝑝) ⊗ (𝑉 |𝜑⟩𝑞).

Ejemplo 2.8. Consideremos un circuito cuántico compuesto por dos cúbits que están
inicializados al estado cuántico básico |0⟩ ⊗ |0⟩ y apliquemos a continuación la puerta
𝐻⊗2 = 𝐻 ⊗ 𝐻 sobre |0⟩ ⊗ |0⟩. Gracias a la proposición anterior:

|𝜑⟩ ∶= 𝐻⊗2 (|0⟩ ⊗ |0⟩) = (𝐻 |0⟩) ⊗ (𝐻 |0⟩).
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|0⟩ |𝜓1⟩ = 1
√2

(|0⟩ + |1⟩)

|0⟩ |𝜓2⟩ = 1
√2

(|0⟩ + |1⟩)

𝐻

𝐻

|0⟩

|0⟩
𝐻⊗2 |𝜑⟩ = |𝜓1⟩ ⊗ |𝜓2⟩

Fig. 2.12. Dos circuitos equivalentes asociados al producto tensorial de dos puertas de

Hadamard.

En particular, los circuitos de la Figura 2.12 son equivalentes.

Para convencernos de que realmente estamos haciendo lo mismo, basta comprobar
los cálculos. En el circuito que tenemos a la izquierda lo que estamos haciendo es calcular
(𝐻 |0⟩) ⊗ (𝐻 |0⟩):

(𝐻 |0⟩) ⊗ (𝐻 |0⟩) = (
1

√2
|0⟩ + 1

√2
|1⟩) ⊗ (

1
√2

|0⟩ + 1
√2

|1⟩)

=1
2 |0⟩ ⊗ |0⟩ + 1

2 |0⟩ ⊗ |1⟩ + 1
2 |1⟩ ⊗ |0⟩ + 1

2 |1⟩ ⊗ |1⟩

= 1
√22

(|00⟩ + |01⟩ + |10⟩ + |11⟩) = 1
√22 ∑

𝑗∈{0,1}2
|𝑗⟩ = 1

√22

22−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩2 .

En el circuito que tenemos a la derecha calculamos directamente 𝐻⊗2 |00⟩. Ahora bien,

𝐻⊗2 =𝐻 ⊗ 𝐻 = 1
√2 (

𝐻 𝐻
𝐻 −𝐻 )

= 1
√2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1/√2 1/√2 1/√2 1/√2
1/√2 −1/√2 1/√2 −1/√2
1/√2 1/√2 −1/√2 −1/√2
1/√2 −1/√2 −1/√2 1/√2

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 1
2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Por lo tanto,

𝐻⊗2 |00⟩ =1
2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1
0
0
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

= 1
2 (|00⟩ + |01⟩ + |10⟩ + |11⟩) ,

que es precisamente lo que obteníamos anteriormente.

Observamos que la aplicación del producto tensorial de puertas de Hadamard sobre
el primer estado básico produce una superposición uniforme de los estados básicos. Esto
último es el motivo por el cual se empleará en muchos algoritmos cuánticos.
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Podemos generalizar el circuito anterior al caso de considerar 𝑝-cúbits inicializados al
primer estado básico. En este caso,

𝐻⊗𝑝 = 1
√2 (

𝐻⊗(𝑝−1) 𝐻⊗(𝑝−1)

𝐻⊗(𝑝−1) −𝐻⊗(𝑝−1) ) .

Por lo tanto,

𝐻⊗𝑝
|0⃗⟩ =𝐻⊗𝑝 |0⟩⊗𝑝 = (𝐻 |0⟩)⊗𝑝

= (
1

√2
|0⟩ + 1

√2
|1⟩)

⊗𝑝

= 1
√2𝑝 ∑

𝑗∈{0,1}𝑝
|𝑗⟩ = 1

√2𝑝

2𝑝−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩𝑝 ,

recuperando así una superposición uniforme de los 𝑛 = 2𝑝 estados básicos del sistema
formado por 𝑝-cúbits. [MM]

Ejemplo 2.9. Existen puertas para sistemas de múltiples cúbits que no pueden ser re-
presentadas como el producto tensorial de puertas de un cúbit. A continuación listamos
algunas de las más importantes.

1. Puerta CNOT (puerta NOT controlada). La puerta CNOT es una puerta para sistemas
de 2-cúbits que tiene un cúbit de control y un cúbit objetivo. Si el cúbit de control es
igual a |0⟩ no se hace nada y, en el caso en el que el cúbit se control sea igual a |1⟩, se
intercambia |0⟩ por |1⟩ en el cúbit objetivo. Normalmente se incluyen dos subíndices
para indicar quien es el cúbit de control y el cúbit objetivo. Por ejemplo, CNOT12
indica que el cúbit de control es el primero y el segundo es el objetivo y CNOT21
indica que el cúbit de control es el segundo y el primero es el objetivo. Veamos
como actúa cada una de ellas sobre los estados básicos de un sistema formado por
2-cúbits.

⋄ Puerta CNOT12:

CNOT12 |00⟩ = CNOT12(|0⟩ ⊗ |0⟩) = |0⟩ ⊗ |0⟩ = |00⟩ ,
CNOT12 |01⟩ = CNOT12(|0⟩ ⊗ |1⟩) = |0⟩ ⊗ |1⟩ = |01⟩ ,
CNOT12 |10⟩ = CNOT12(|1⟩ ⊗ |0⟩) = |1⟩ ⊗ |1⟩ = |11⟩ ,
CNOT12 |11⟩ = CNOT12(|1⟩ ⊗ |1⟩) = |1⟩ ⊗ |0⟩ = |10⟩ .

Se tiene, por lo tanto, la siguiente matriz asociada:

CNOT12 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.
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Fig. 2.13. Notación para la puerta CNOT12.

⋄ Puerta CNOT21:

CNOT21 |00⟩ = CNOT21(|0⟩ ⊗ |0⟩) = |0⟩ ⊗ |0⟩ = |00⟩ ,
CNOT21 |01⟩ = CNOT21(|0⟩ ⊗ |1⟩) = |1⟩ ⊗ |1⟩ = |11⟩ ,
CNOT21 |10⟩ = CNOT21(|1⟩ ⊗ |0⟩) = |1⟩ ⊗ |0⟩ = |10⟩ ,
CNOT22 |11⟩ = CNOT21(|1⟩ ⊗ |1⟩) = |0⟩ ⊗ |1⟩ = |01⟩ .

Se tiene, por lo tanto, la siguiente matriz asociada:

CNOT21 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Fig. 2.14. Notación para la puerta CNOT21.

2. Puerta SWAP. La puerta SWAP es una puerta para sistemas de 2-cúbits (se puede
generalizar para sistemas demúltiples cúbits). La actuación de la puerta SWAP sobre
un estado cuántico representado por dos cúbits lo transforma en otro estado en
donde cada uno de los estados básicos tiene los dígitos permutados:

SWAP |00⟩ = |00⟩ ,
SWAP |01⟩ = |10⟩ ,
SWAP |10⟩ = |01⟩ ,
SWAP |11⟩ = |11⟩ .

La matriz asociada es, por lo tanto,

SWAP =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

.
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Fig. 2.15. Notación para la puerta SWAP.

Veamos como actúa la puerta SWAP sobre el producto tensorial de dos estados. Sea
|𝜓⟩ = 𝛼0 |0⟩ + 𝛼1 |1⟩ y |𝜑⟩ = 𝛽0 |0⟩ + 𝛽1 |1⟩. Se tendrá que

SWAP(|𝜓⟩ ⊗ |𝜑⟩) =SWAP ((𝛼0 |0⟩ + 𝛼1 |1⟩) ⊗ (𝛽0 |0⟩ + 𝛽1 |1⟩))
=SWAP (𝛼0𝛽0 |00⟩ + 𝛼0𝛽1 |01⟩ + 𝛼1𝛽0 |10⟩ + 𝛼1𝛽1 |11⟩)
=𝛼0𝛽0 |00⟩ + 𝛼0𝛽1 |10⟩ + 𝛼1𝛽0 |01⟩ + 𝛼1𝛽1 |11⟩
=(𝛽0 |0⟩ + 𝛽1 |1⟩) ⊗ (𝛼0 |0⟩ + 𝛼1 |1⟩) = |𝜑⟩ ⊗ |𝜓⟩ .

La puerta lógica SWAP también se puede obtener aplicandoCNOT12, CNOT21 y CNOT12
de forma iterada. En efecto:

CNOT12CNOT21CNOT12 |00⟩ = CNOT12CNOT21 |00⟩ = CNOT12 |00⟩ = |00⟩ ,
CNOT12CNOT21CNOT12 |01⟩ = CNOT12CNOT21 |01⟩ = CNOT12 |11⟩ = |10⟩ ,
CNOT12CNOT21CNOT12 |10⟩ = CNOT12CNOT21 |11⟩ = CNOT12 |01⟩ = |01⟩ ,
CNOT12CNOT21CNOT12 |11⟩ = CNOT12CNOT21 |10⟩ = CNOT12 |10⟩ = |11⟩ .

Fig. 2.16. Puerta SWAP expresada en función de puertas 𝐶𝑁𝑂𝑇.

3. Puerta CCNOT (puerta NOT doblemente controlada). La puerta CCNOT actúa sobre
un sistema de 3-cúbits de forma que si el primer y el segundo cúbit son igual a |1⟩,
se intercambia el |0⟩ por |1⟩ en el tercer cúbit. En otro caso, no se hace nada:

CCNOT |000⟩ = |000⟩ ,
CCNOT |001⟩ = |001⟩ ,
CCNOT |010⟩ = |010⟩ ,
CCNOT |011⟩ = |011⟩ ,
CCNOT |100⟩ = |100⟩ ,
CCNOT |101⟩ = |101⟩ ,
CCNOT |110⟩ = |111⟩ ,
CCNOT |111⟩ = |110⟩ .
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En este caso, la matriz asociada es

CCNOT =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Fig. 2.17. Notación para la puerta CCNOT.

Otra forma de definir la puerta CCNOT es a partir de la siguiente expresión:

CCNOT (|𝑥⟩ ⊗ |𝑦⟩ ⊗ |𝑧⟩) = |𝑥⟩ ⊗ |𝑦⟩ ⊗ |𝑧 ⊕ (𝑥 ⋅ 𝑦)⟩ ,

donde 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ {0, 1} y ⊕ representa la suma módulo 2. Observar que si 𝑧 = 0,
entonces,

CCNOT (|𝑥⟩ ⊗ |𝑦⟩ ⊗ |0⟩) = |𝑥⟩ ⊗ |𝑦⟩ ⊗ |𝑥 ⋅ 𝑦⟩ ,
esto es, el tercer cúbit se corresponde con la puerta lógica AND. En particular, la
puerta CCNOT es la versión cuántica de la puerta lógica clásica AND. Esto es cohe-
rente con el hecho de que un ordenador cuántico es Turing-completo. [MM]

2.3 Puertas de medida

Mientras que en un ordenador clásico podemos simplemente leer el estado de los
bits, en un ordenador cuántico no tenemos acceso sin restricciones al estado cuántico de
un determinado cúbit. La información sobre el estado cuántico es de tipo probabilista y
solamente se puede acceder a ella a través de una puerta de medida.

Definición 2.10 (Puerta de medida). Dado un 𝑝-cúbit |𝜓⟩ = ∑𝑗∈{0,1}𝑝 𝛼𝑗 |𝑗⟩ una puerta

de medida en el cúbit 𝑘 proporciona:

⋄ 0 con probabilidad

∑
𝑗∈{0,1}𝑝∶ 𝑗𝑘=0

|𝛼𝑗|
2.
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⋄ 1 con probabilidad

∑
𝑗∈{0,1}𝑝∶ 𝑗𝑘=1

|𝛼𝑗|
2.

Sea 𝑥 ∈ {0, 1}, el valor medido. Después de la medición el estado cuántico resultante es

|𝜓′⟩ = ∑
𝑗∈{0,1}𝑝∶ 𝑗𝑘=𝑥

𝛼𝑗

√∑𝑗∈{0,1}𝑝∶ 𝑗𝑘=𝑥 |𝛼𝑗|
2

|𝑗⟩ .

El estado cuántico depués de lamedida colapsa a una combinación lineal de los estados
básicos que son coherentes con el resultado de la medición. Esto es, los estados básicos

|𝑗⟩ tales que 𝑗𝑘 = 𝑥. Los coeficientes asociados a la combinación lineal son normalizados
para obtener un vector unitario.

𝑞1

⋮

𝑞𝑘

⋮
𝑞𝑝

|𝜓⟩ |𝜓′⟩

Fig. 2.18. Puerta de medida actuando sobre el cúbit 𝑘.

Ejemplo 2.11. Consideremos el estado 𝜓 = 𝛼00 |00⟩ + 𝛼01 |01⟩ + 𝛼10 |10⟩ + 𝛼11 |11⟩. Se
tendrá que:

⋄ Si medimos el primer cúbit, obtendremos:

⨳ El valor 0 con probabilidad |𝛼00|2 + |𝛼01|2, quedando el siguiente estado resul-
tante después de la medición:

|𝜓′⟩ = 𝛼00 |00⟩ + 𝛼01 |01⟩
√|𝛼00|2 + |𝛼01|2

.

⨳ El valor 1 con probabilidad |𝛼10|2 + |𝛼11|2, quedando el siguiente estado resul-
tante después de la medición:

|𝜓′⟩ = 𝛼10 |10⟩ + 𝛼11 |11⟩
√|𝛼10|2 + |𝛼11|2

.

⋄ Si medimos el segundo cúbit, obtendremos:
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⨳ El valor 0 con probabilidad |𝛼00|2 + |𝛼10|2, quedando el siguiente estado resul-
tante después de la medición:

|𝜓′⟩ = 𝛼00 |00⟩ + 𝛼10 |10⟩
√|𝛼00|2 + |𝛼10|2

.

⨳ El valor 1 con probabilidad |𝛼01|2 + |𝛼11|2, quedando el siguiente estado resul-
tante después de la medición:

|𝜓′⟩ = 𝛼01 |01⟩ + 𝛼11 |11⟩
√|𝛼01|2 + |𝛼11|2

. [MM]

Observación 2.12. Consideremos el Ejemplo 2.11. Al medir el primer cúbit obtenemos el
valor 0 con probabilidad |𝛼00|2 + |𝛼01|2 y estado resultante tras la medición:

|𝜓′⟩ = 𝛼00 |00⟩ + 𝛼01 |01⟩
√|𝛼00|2 + |𝛼01|2

.

A continuación, midamos el segundo cúbit. Obtenemos 0 con probabilidad

|𝛼00|2

|𝛼00|2 + |𝛼01|2 ,

con estado post-medición
|𝜓″⟩ = |00⟩ .

Así, la probabilidad de llegar al estado |00⟩ después de dos medidas es

(|𝛼00|2 + |𝛼01|2)
|𝛼00|2

|𝛼00|2 + |𝛼01|2 = |𝛼00|2.

Podríamos pensar que el orden en el que medimos los cúbits puede influir en el resultado.
Por ejemplo, supongamos que medimos el segundo cúbit en primer lugar. La probabilidad
de obtener 0 es |𝛼00|2 + |𝛼10|2, siendo el estado resultante después de la medida

|𝜓′⟩ = 𝛼00 |00⟩ + 𝛼10 |10⟩
√|𝛼00|2 + |𝛼10|2

.

A continuación midamos el primer cúbit. Obtenemos el valor 0 con porbabilidad

|𝛼00|2

|𝛼00|2 + |𝛼10|2 ,

con estado post-medición
|𝜓″⟩ = |00⟩ .
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Así, la probabilidad de llegar al estado |00⟩ después de dos medidas es

(|𝛼00|2 + |𝛼10|2)
|𝛼00|2

|𝛼00|2 + |𝛼10|2 = |𝛼00|2.

Llegamos, por lo tanto, al mismo estado.

Esta observación que acabamos de hacer para el caso particular de considerar un
sistema de 2-cúbits, se puede generalizar (ver [306, Proposition 3.6.]). Dado un 𝑝-cúbit
|𝜓⟩ = ∑𝑗∈{0,1}𝑝 𝛼𝑗 |𝑗⟩, si aplicamos una puerta de medida sobre cada uno de los 𝑝 cúbits

en cualquier orden, obtenemos el estado |𝑗⟩ con probabilidad |𝛼𝑗|
2, para todo 𝑗 ∈ {0, 1}𝑝.

En particular, son equivalentes los circuitos cuánticos de la Figura 2.19.

𝑞1

⋮

𝑞𝑘

⋮

𝑞𝑝

|𝜓⟩ |𝜑⟩

𝑞1

⋮
𝑞𝑘

⋮

𝑞𝑝

|𝜓⟩ |𝜑⟩

Fig. 2.19. Circuitos cuánticos equivalentes asociados a la medida de un 𝑝-cúbit.

Ejemplo 2.13. Volvamos a considerar los 2-cúbits del Ejemplo 1.15, que denotaremos ahora
por

|𝜓⟩ =1
2 |00⟩ + 1

2 |01⟩ + 1
2 |10⟩ + 1

2 |11⟩ ,

|𝜑⟩ = 1
√2

|00⟩ + 1
√2

|11⟩ .
(2.1)

Para simplificar el desarrollo del ejemplo, denotaremos por Pr|𝜓⟩(𝑄𝑘
𝑀= 𝑥) la probabilidad

de que el cúbit 𝑘 ∈ {1, … , 𝑝} del 𝑝-cúbit |𝜓⟩ tome el valor 𝑥 ∈ {0, 1}. Veamos como
influye el entrelazamiento a la hora de realizar medidas sobre los 2-cúbits anteriores.
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⋄ Comencemos analizando el 2-cúbit |𝜓⟩ definido en (2.1). Por un lado,

Pr|𝜓⟩(𝑄1
𝑀= 0) = (

1
2)

2

+ (
1
2)

2

= 1
2,

Pr|𝜓⟩(𝑄1
𝑀= 1) = (

1
2)

2

+ (
1
2)

2

= 1
2,

Pr|𝜓⟩(𝑄2
𝑀= 0) = (

1
2)

2

+ (
1
2)

2

= 1
2,

Pr|𝜓⟩(𝑄2
𝑀= 1) = (

1
2)

2

+ (
1
2)

2

= 1
2.

Supongamos que medimos el segundo cúbit y obtenemos el valor 1, el estado resul-
tante después de la medición es

|𝜓′⟩ = 1
√2

|01⟩ + 1
√2

|11⟩ .

Por lo tanto,

Pr|𝜓′⟩(𝑄1
𝑀= 0) = (

1
√2)

2

= 1
2,

Pr|𝜓′⟩(𝑄1
𝑀= 1) = (

1
√2)

2

= 1
2.

Esto es, la probabilidad de que el primer cúbit tome el valor 0 o 1 no cambia después
de la primera medida.

⋄ Consideremos ahora el 2-cúbit |𝜑⟩ definido en (2.1). Por un lado,

Pr|𝜑⟩(𝑄1
𝑀= 0) = (

1
√2)

2

= 1
2,

Pr|𝜑⟩(𝑄1
𝑀= 1) = (

1
√2)

2

= 1
2,

Pr|𝜑⟩(𝑄1
𝑀= 0) = (

1
√2)

2

= 1
2,

Pr|𝜑⟩(𝑄2
𝑀= 1) = (

1
√2)

2

= 1
2.

Al igual que en el caso anterior, supongamos que medimos el segundo cúbit y obte-
nemos el valor 1, el estado resultante después de la medición es

|𝜑′⟩ = |11⟩ .
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Por lo tanto,

Pr|𝜑′⟩(𝑄1
𝑀= 0) =0,

Pr|𝜑′⟩(𝑄1
𝑀= 1) =1.

Esto es, la probabilidad de que el primer cúbit tome el valor 0 o 1 cambia después de
la medida. Esta situación es muy distinta a la anterior y es causada, fundamental-
mente, por el hecho de que el 2-cúbit |𝜑⟩ está entrelazado: cuando un 𝑝-cúbit está
entrelazado, una medida realizada sobre uno de los cúbits afecta a la distribución
de probabilidad del resto de cúbits. [MM]

Observación 2.14. Lo que hemos observado en el ejemplo anterior para los estados defi-
nidos en (2.1) se puede interpretar en términos de probabilidades condicionadas. Sea |𝜓⟩
un 2-cúbit,

⋄ si |𝜓⟩ se puede expresar como el producto tensorial de dos 1-cúbits (no está entre-

lazado), entonces, Pr|𝜓⟩(𝑄1
𝑀= 𝑥) = Pr|𝜓⟩(𝑄1

𝑀= 𝑥|𝑄1
𝑀= 𝑦), para todo 𝑥, 𝑦 ∈ {0, 1};

⋄ si existen 𝑥, 𝑦 ∈ {0, 1} tal que Pr|𝜓⟩(𝑄1
𝑀= 𝑥) ≠ Pr|𝜓⟩(𝑄1

𝑀= 𝑥|𝑄1
𝑀= 𝑦), entonces |𝜓⟩

no se puede expresar como producto tensorial de dos 1-cúbits (está entrelazado).

En efecto, solo tendremos que demostrar la primera implicación ya que la segunda es la
negación de la primera. Supongamos que |𝜓⟩ es un 2-cúbit que se puede expresar como
el producto tensorial de dos 1-cúbits:

|𝜓⟩ = (𝛼0 |0⟩ + 𝛼1 |1⟩) ⊗ (𝛽0 |0⟩ + 𝛽1 |1⟩)
=𝛼0𝛽0 |00⟩ + 𝛼0𝛽1 |01⟩ + 𝛼1𝛽0 |10⟩ + 𝛼1𝛽1 |11⟩ .

Se tendrá que

Pr|𝜓⟩(𝑄1
𝑀= 0) =|𝛼0𝛽0|2 + |𝛼0𝛽1|2 = |𝛼0|2 ⇒ |𝜓′⟩ = 𝛼0𝛽0 |00⟩ + 𝛼0𝛽1 |01⟩

√Pr|𝜓⟩(𝑄1
𝑀= 0)

,

Pr|𝜓⟩(𝑄1
𝑀= 1) =|𝛼1𝛽0|2 + |𝛼1𝛽1|2 = |𝛼1|2 ⇒ |𝜓′⟩ = 𝛼1𝛽0 |10⟩ + 𝛼1𝛽1 |11⟩

√Pr|𝜓⟩(𝑄1
𝑀= 1)

,

Pr|𝜓⟩(𝑄2
𝑀= 0) =|𝛼0𝛽0|2 + |𝛼1𝛽0|2 = |𝛽0|2 ⇒ |𝜓′⟩ = 𝛼0𝛽0 |00⟩ + 𝛼1𝛽0 |10⟩

√Pr|𝜓⟩(𝑄2
𝑀= 0)

,

Pr|𝜓⟩(𝑄2
𝑀= 1) =|𝛼0𝛽1|2 + |𝛼1𝛽1|2 = |𝛽1|2 ⇒ |𝜓′⟩ = 𝛼0𝛽1 |01⟩ + 𝛼1𝛽1 |11⟩

√Pr|𝜓⟩(𝑄2
𝑀= 1)

.

Por lo tanto:

Pr|𝜓⟩(𝑄2
𝑀= 0|𝑄1

𝑀= 0) = |𝛼0𝛽0|2

Pr|𝜓⟩(𝑄1
𝑀= 0)

= |𝛽0|2 = Pr|𝜓⟩(𝑄2
𝑀= 0).

El resto de las identidades se obtienen de forma análoga.
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Observación 2.15 (El principio de no clonación). Puesto que al realizar una medida se
destruye el estado cuántico, es natural preguntarse si es posible realizar una copia o clon
de dicho estado. Si disponemos de dicho clon, podemos realizar las mediciones sobre el
mismo sin destruir el estado original o realizar varias mediciones (si disponemos de varios
clones) sin necesidad de repetir el circuito cuántico de nuevo. Lamentablemente, esto no
es posible. La razón fundamental es que no existe una matriz unitaria que transforme un
estado |𝜓⟩ ⊗ |0⟩𝑝 en el estado |𝜓⟩ ⊗ |𝜓⟩𝑝. En efecto, supongamos que existe una matriz

unitaria 𝑈 ∈ M22𝑝×22𝑝(ℂ) tal que

𝑈 (|𝜓⟩ ⊗ |0⟩𝑝) = |𝜓⟩ ⊗ |𝜓⟩ , 𝑈 (|𝜑⟩ ⊗ |0⟩𝑝) = |𝜑⟩ ⊗ |𝜑⟩ ,

para cualquier par de 𝑝-cúbits |𝜓⟩ y |𝜑⟩. Se tendrá entonces que

⟨𝜑|𝜓⟩ = ⟨𝜑|𝜓⟩ ⟨0|𝑝 |0⟩𝑝 = ⟨𝜑|𝜓⟩ ⊗ (⟨0|𝑝 |0⟩𝑝) = (⟨𝜑| ⊗ ⟨0|𝑝) (|𝜓⟩ ⊗ |0⟩𝑝)

= (⟨𝜑| ⊗ ⟨0|𝑝) 𝑈†𝑈 (|𝜓⟩ ⊗ |0⟩𝑝) = (⟨𝜑| ⊗ ⟨𝜑|) (|𝜓⟩ ⊗ |𝜓⟩) = ⟨𝜑|𝜓⟩2 ,

lo cual solamente es cierto si ⟨𝜑|𝜓⟩ = 1 o 0. Esto contradice el hecho de que |𝜓⟩ y |𝜑⟩
son dos 𝑝-cúbits arbitrarios.

Es importante destacar que, aunque no es posible clonar un determinado cúbit, si es
posible realizar un tipo limitado de copia que puede ayudar a replicar cálculos y amplificar
la probabilidad de éxito de los algoritmos después de medir. En efecto, por [266, Theo-
rem 6.1], dado 𝑝 ⩾ 1, es posible construir una matriz unitaria 𝐶𝑝 ∈ M22𝑝×22𝑝(ℂ) tal que,
dado un elemento

|𝑎′⟩ = ∑
𝑗,𝑘⃗∈{0,1}𝑝

𝑎′
𝑗 𝑘⃗ |𝑗 𝑘⃗⟩ ∈ ℂ22𝑝,

𝐶𝑝 |𝑎′⟩ = |𝑏⟩, donde:
𝑏𝑗 𝑘⃗ = 𝑎′

𝑗 (𝑗⊕𝑘⃗)
.

En particular, si |𝑎′⟩ = |𝑎⟩ ⊗ |0⟩𝑝, entonces,

𝑎𝑗 = 𝑎′
𝑗 0⃗

= 𝑏𝑗 𝑗.

Esto es, la probabilidad de obtener el estado básico |𝑗 𝑗⟩ al medir |𝑏⟩ es la misma que la

de obtener el estado |𝑗⟩ al medir |𝑎⟩. Esto último tiene una repercusión muy importante

y es que si |𝑎⟩ = |𝑖⃗⟩, con 𝑖⃗ ∈ {0, 1}𝑝, es un estado básico, entonces |𝑏⟩ = |𝑎⟩ ⊗ |𝑎⟩.
Notar que esto no contradice el principio de no clonación pues, en el caso en el que |𝑎⟩
no sea un estado básico, no se tiene porqué cumplir que 𝐶𝑝(|𝑎⟩ ⊗ |0⟩𝑝) = |𝑎⟩ ⊗ |𝑎⟩. Por
ejemplo, si |𝑎⟩ = 1

√2
|0⟩ + 1

√2
|1⟩, entonces 𝐶1(|𝑎⟩ × |0⟩) = 1

√2
|00⟩ + 1

√2
|11⟩ ≠ |𝑎⟩ ⊗ |𝑎⟩ =

1
2 ∑𝑗∈{0,1}2 |𝑗⟩.

El hecho de que no sea posible clonar un cúbit es una diferencia sustancial con respecto
a la computación clásica en la cual podemos hacer todas las copias que queramos de un
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determinado registro. A cambio de esta pequeña contrariedad, es posible realizar otras
operaciones que son difícilmente alcanzables por un ordenador clásico. Destacamos, a
modo de curiosidad, la teletransportación cuántica [312, Section 1.3.7] y el paralelismo
cuántico [312, Section 1.4.2]. Tanto el principio de no clonación como las dos aplicaciones
que acabamos de citar son fáciles de comprobar desde un punto de vista matemático, sin
embargo, son difíciles de comprender desde un punto de vista físico.

3 Principales algoritmos cuánticos

En esta sección analizaremos algunos de los algoritmos cuánticos más importantes
que luego aparecerán de forma recurrente cuando estudiemos algunos de los principales
avances en computación cuántica desde un punto de vista de las matemáticas. Además de
los listados en esta sección, existen una gran cantidad de algoritmos cuánticos interesan-
tes quemuestran las ventajas de la computación cuántica frente a la clásica. Destacamos,
por ejemplo, los algoritmos de CHSH [120], Deutsch-Jozsa [142], Bernstein-Vazirani [55],
Simon [374], etc.

3.1 Transformada de Fourier cuántica (QFT)

La Transformada de Fourier Cuántica (QFT por sus siglas en inglés) es la versión cuán-
tica de la Transformada de Fourier Discreta (DFT por sus siglas en inglés) [312, Section 5.1]:

𝐷𝐹𝑇ℂ𝑛 ℂ𝑛

{𝑥𝑗}𝑛−1
𝑗=0 {𝑦𝑘}𝑛−1

𝑘=0

donde, dado 𝑘 ∈ {0, … , 𝑛 − 1},

𝑦𝑘 = 1
√𝑁

𝑛−1

∑
𝑗=0

𝑥𝑗 𝜔𝑗𝑘
𝑛 ,

con 𝜔𝑗𝑘
𝑛 = e2𝜋𝑖𝑗𝑘/𝑛.

La Transformada de Fourier Cuántica será una herramienta fundamental en muchos
algoritmos cuánticos, en particular, en el algoritmo de estimación de fase, en el algoritmo
HHL y en el algoritmo de factorización de Shor. El mejor algoritmo conocido para calcular
la Transformada de Fourier Discreta es de orden de complejidad 𝑂(𝑛2𝑛), sin embargo, la
Transformada Cuántica de Fourier es de orden 𝑂(𝑛2). Es decir, se requieren exponencial-
mente más operaciones para calcular la Transformada de Fourier en un ordenador clásico
que para implementar la transformada de Fourier cuántica en un ordenador cuántico. La-
mentablemente, no podemos emplear la Transformada de Fourier Cuántica enmuchas de
las aplicaciones que requieren de la Transformada de Fourier Discreta. Uno de losmotivos
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es que no podemos acceder directamente a las amplitudes de todos los estados básicos
en un circuito cuántico. A pesar de ello, será una herramienta crucial en algoritmos cuán-
ticos como el HHL o el de Shor que sí suponen una ventaja frente a los mejores algoritmos
clásicos conocidos.

Para definirla, emplearemos la Notación 1.10.

Definición 3.1 (QFT). Dado un sistema cuántico formado por 𝑝 cúbits, definimos la Trans-
formada de Fourier Cuántica como el siguiente operador unitario:

𝑈𝑄𝐹𝑇 ∶= 1
√2𝑝

2𝑝−1

∑
𝑘=0

2𝑝−1

∑
𝑗=0

𝜔𝑗𝑘
2𝑝 |𝑘⟩𝑝 ⟨𝑗|𝑝 , (3.1)

donde
𝜔𝑗𝑘

2𝑝 = e2𝜋𝑖𝑗𝑘/2𝑝.

Observación 3.2. Veamos como actúa el operador unitario (3.1) sobre un 𝑝-cúbit |𝑋⟩ =
∑𝑛−1

𝑙=0 𝑥𝑙 |𝑙⟩𝑝, donde 𝑛 = 2𝑝. Se tendrá que:

𝑈𝑄𝐹𝑇 |𝑋⟩ = 1
√𝑛

𝑛−1

∑
𝑘=0

𝑛−1

∑
𝑗=0

𝑛−1

∑
𝑙=0

𝑥𝑙𝜔
𝑗𝑘
𝑛 |𝑘⟩𝑝 ⟨𝑗|𝑙⟩𝑝 =

𝑛−1

∑
𝑘=0 (

1
√𝑛

𝑛−1

∑
𝑗=0

𝑥𝑗𝜔
𝑗𝑘
𝑛 )

|𝑘⟩𝑝 ,

donde hemos usado la relación ⟨𝑗|𝑙⟩𝑝 = 𝛿𝑗𝑙, para todo 𝑙, 𝑗 ∈ {0, … , 𝑛 − 1}. Esto es,

𝑈𝑄𝐹𝑇 |𝑋⟩ = |𝑌⟩ ,

con

|𝑌⟩ =
𝑛−1

∑
𝑘=0

𝑦𝑘 |𝑘⟩𝑝 ,

siendo

𝑦𝑘 = 1
√𝑛

𝑛−1

∑
𝑗=0

𝑥𝑗𝜔
𝑗𝑘
𝑛 .

Ejemplo 3.3. Consideremos un sistema cuántico formado por un único cúbit. Se tendrá
que

𝑈𝑄𝐹𝑇 = 1
√2

1

∑
𝑘=0

1

∑
𝑗=0

𝜔𝑗𝑘
2 |𝑘⟩ |𝑗⟩ = 1

√2
(𝜔00

2 |0⟩ ⟨0| + 𝜔01
2 |1⟩ ⟨0| + 𝜔10

2 |0⟩ ⟨1| + 𝜔11
2 |1⟩ ⟨1|),

donde:

𝜔00
2 =e𝑖0 = 1,

𝜔01
2 =e𝑖0 = 1,
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𝜔10
2 =e𝑖0 = 1,

𝜔11
2 =e𝑖𝜋 = −1.

Por lo tanto,

𝑈𝑄𝐹𝑇 = 1
√2 (

1 1
1 −1 ) ,

que coincide con la puerta de Hadamard que hemos definido anteriormente. [MM]

Veamos como podemos diseñar un algoritmo que calcule la Transformada de Fourier
Cuántica (QFT) en un sistema de 𝑝 cúbits (𝑛 = 2𝑝), para ello, consideremos un estado
básico arbitrario |𝑋⟩ = |𝑙⟩𝑝, con 𝑙 ∈ {0, … , 𝑛 − 1}. Observar que, entonces,

|𝑋⟩ = 0⏟
𝑥0

|0⟩𝑝 + … + 1⏟
𝑥𝑙

|𝑙⟩𝑝 + … 0⏟
𝑥𝑛−1

|𝑥⟩𝑛−1 ,

de donde ∑𝑛−1
𝑗=0 𝑥𝑗𝜔

𝑗𝑘
𝑛 = 𝜔𝑙𝑘

𝑛 . Por lo tanto,

𝑈𝑄𝐹𝑇 |𝑋⟩ = 1
√𝑛

𝑛−1

∑
𝑘=0

𝜔𝑙𝑘
𝑛 |𝑘⟩𝑝 = 1

√𝑛

𝑛−1

∑
𝑘=0

exp(2𝜋𝑖𝑙 𝑘
2𝑝 ) |𝑘⟩𝑝 .

Ahora bien, gracias a la Notación 1.10, dado 𝑘 ∈ {0, … , 𝑛 − 1},

|𝑘⟩𝑝 = |𝑘⃗⟩ = |𝑘⃗1 … 𝑘⃗𝑝⟩ ,

donde 𝑘⃗ ∈ {0, 1}𝑝 es tal que 𝑘 = ∑𝑝
𝑗=1 𝑘⃗𝑗2𝑝−𝑗. Así,

𝑈𝑄𝐹𝑇 |𝑋⟩ = 1
√𝑛 ∑

𝑘⃗∈{0,1}𝑝

exp
(

2𝜋𝑖𝑙
𝑝

∑
𝑗=1

𝑘⃗𝑗2𝑝−𝑗

2𝑝 ) |𝑘⃗⟩

= 1
√𝑛 ∑

𝑘⃗∈{0,1}𝑝

exp
(

2𝜋𝑖𝑙
𝑝

∑
𝑗=1

𝑘⃗𝑗

2𝑗 ) |𝑘⃗⟩

= 1
√𝑛 ∑

𝑘⃗∈{0,1}𝑝 (

𝑝

∏
𝑗=1

exp
(

2𝜋𝑖𝑙
𝑘⃗𝑗

2𝑗 )) |𝑘⃗1 … 𝑘⃗𝑝⟩

= 1
√𝑛

𝑝

⨂
𝑗=1

(exp(2𝜋𝑖𝑙 0
2𝑗 ) |0⟩ + exp(2𝜋𝑖𝑙 1

2𝑗 ) |1⟩)

= 1
√𝑛

𝑝

⨂
𝑗=1

(|0⟩ + exp(
2𝜋𝑖
2𝑗 𝑙) |1⟩) .

(3.2)

Tal y como veremos, para implementar la QFT solamente necesitaremos dos tipos de
puertas lógicas:
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⋄ Puerta de Hadamard:

𝐻 = 1
√2 (

1 1
1 −1 ) ,

que también se puede representar de la siguiente forma (que se adapta mejor a
nuestros propósitos):

𝐻 |𝑥⟩ = 1
√2 (|0⟩ + exp(

2𝜋𝑖
2 𝑥) |1⟩) , 𝑥 ∈ {0, 1}.

⋄ Puerta de rotación parametrizada controlada de 2 cúbits: Dado un elemento 𝑗 ∈
{1, … , 𝑝}, definimos la puerta de rotación parametrizada como

RT𝑗 =
(

1 0
0 exp(

2𝜋𝑖
2𝑗 ) )

∈ M2×2(ℂ).

Obsérvese que RT𝑗 = 𝑃(2𝜋𝑖/2𝑗), donde 𝑃(𝛼) es la puerta Phase-shift que hemos
introducido en la Sección 2.1. Ahora, introducimos como cúbit de control el segundo
y denotamos por CRT𝑗 ∈ M22⊗22(ℂ) a la puerta controlada de la Figura 3.1. Vea-

|𝑥1⟩

|𝑥2⟩

RT𝑗

Fig. 3.1. Notación para la puerta CRT𝑗.

mos como actúa la puerta controlada CRT𝑗 sobre los estados básicos de un sistema
formado por dos cúbits:

CRT𝑗 |00⟩ = |00⟩ ,
CRT𝑗 |01⟩ = (𝑅𝑇𝑗 |0⟩) ⊗ |1⟩ = |0⟩ ⊗ |1⟩ = |01⟩ ,
CRT𝑗 |10⟩ = |10⟩ ,

CRT𝑗 |11⟩ = ((𝑅𝑇𝑗 |1⟩) ⊗ |1⟩ = (exp(
2𝜋𝑖
2𝑗 ) |1⟩) ⊗ |1⟩ = exp(

2𝜋𝑖
2𝑗 ) |11⟩ .

A la vista de lo anterior observamos que

CRT𝑗 |0𝑥2⟩ = |0𝑥2⟩ , ∀𝑥2 ∈ {0, 1},

CRT𝑗 |1𝑥2⟩ = exp(
2𝜋𝑖
2𝑗 𝑥2) |1𝑥2⟩ , ∀𝑥2 ∈ {0, 1}.

(3.3)

Por lo tanto, la matriz asociada a la puerta CRT𝑗 es la siguiente

CRT𝑗 ∶= (
𝐼2 0
0 RT𝑗 ) ∈ M22×22(ℂ).
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En el algoritmo que presentaremos a continuación aparecerán variaciones de la
puerta controlada CRT𝑗 (que seguiremos denotando de la misma forma sin que por
ello cause confusión) consistentes en modificar el cúbit de control |𝑥2⟩ a un cúbit

de control genérico |𝑥𝑘⟩ en un sistema de 𝑝 cúbits (ver Figura 3.2). En este caso, la

|𝑥1⟩

⋮

|𝑥𝑘⟩

⋮

|𝑥𝑝⟩

RT𝑗

Fig. 3.2. Puerta CRT𝑗 con cúbit de control genérico |𝑥𝑘⟩ en un sistema de 𝑝 cúbits.

actuación de la puerta CRT𝑗 con cúbit de control |𝑥𝑘⟩ es la siguiente:

CRT𝑗 |0𝑥2𝑥3 … 𝑥𝑘⟩ = |0𝑥2𝑥3 … 𝑥𝑘⟩ , ∀𝑥2, … , 𝑥𝑘 ∈ {0, 1},

CRT𝑗 |1𝑥2𝑥3 … 𝑥𝑘⟩ = exp(
2𝜋𝑖
2𝑗 𝑥𝑘) |1𝑥2𝑥3 … 𝑥𝑘⟩ , ∀𝑥2, … , 𝑥𝑘 ∈ {0, 1}.

(3.4)

Estamos ya en disposición de describir el algoritmo que calcula la Transformada de Fou-
rier Cuántica (QFT).
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Analicemos cada una de las partes en las que hemos dividido el algoritmo anterior.

⋄ Cálculo de |𝜋1⟩.

|𝜋1⟩ = (𝐻 ⊗ 𝐼2 ⊗ 𝐼2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐼2 ⊗ 𝐼2 ⊗ 𝐼2) |𝑙1𝑙2𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩

= 1
√2 (|0⟩ + exp(

2𝜋𝑖
2 𝑙1) |1⟩) ⊗ |𝑙2𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩ .

⋄ Cálculo de |𝜋2⟩ y |𝜋3⟩. Para calcular |𝜋2⟩ emplearemos la expresión de la puerta
controlada CRT2 para 2 cúbits (3.3):

|𝜋2⟩ = (CRT2 ⊗ 𝐼2 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐼2 ⊗ 𝐼2 ⊗ 𝐼2) |𝜋1⟩

= 1
√2 (CRT2 |0𝑙2⟩) ⊗ |𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩ + 1

√2
exp(

2𝜋𝑖
2 𝑙1) (CRT2 |1𝑙2⟩)

⊗ |𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩

= 1
√2 |0𝑙2⟩ ⊗ |𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩ + 1

√2
exp(

2𝜋𝑖
2 𝑙1) exp(

2𝜋𝑖
22 𝑙2) |1𝑙2⟩

⊗ |𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩

= 1
√2 (|0⟩ + exp(

2𝜋𝑖
22 𝑙2 + 2𝜋𝑖

2 𝑙1) |1⟩) ⊗ |𝑙2𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩ .

Análogamente, para calcular |𝜋3⟩, emplearemos la expresión para la puerta contro-
lada CRT3 de 3 cúbits cuya expresión se deduce de la fórmula genérica (3.4):

|𝜋3⟩ = (CRT3 ⊗ ⋯ ⊗ 𝐼2 ⊗ 𝐼2 ⊗ 𝐼2) |𝜋1⟩

= 1
√2 (CRT3 |0𝑙2𝑙3⟩) ⊗ |𝑙4 … , 𝑙𝑝⟩ + 1

√2
exp(

2𝜋𝑖
22 𝑙2 + 2𝜋𝑖

2 𝑙1) (CRT3 |1𝑙2𝑙3⟩)

⊗ |𝑙4 … , 𝑙𝑝⟩

= 1
√2 (|0⟩ + exp(

2𝜋𝑖
23 𝑙3 + 2𝜋𝑖

22 𝑙2 + 2𝜋𝑖
2 𝑙1) |1⟩) ⊗ |𝑙2𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩

= 1
√2 (

|0⟩ + exp
(

2𝜋𝑖
3

∑
𝑘=1

𝑙𝑘
2𝑘 )

|1⟩
)

⊗ |𝑙2𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩

= 1
√2 (|0⟩ + exp(

2𝜋𝑖
2𝑝

3

∑
𝑘=1

𝑙𝑘2𝑝−𝑘
) |1⟩) ⊗ |𝑙2𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩ .
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⋄ Cálculo de |𝜋4⟩. Repitiendo elmismo razonamiento que hemos hecho anteriormente,

|𝜋4⟩ = 1
√2 (|0⟩ + exp(

2𝜋𝑖
2𝑝

𝑝

∑
𝑘=1

𝑙𝑘2𝑝−𝑘
) |1⟩) ⊗ |𝑙2𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩

= 1
√2 (|0⟩ + exp(

2𝜋𝑖
2𝑝 𝑙) |1⟩) ⊗ |𝑙2𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩ .

⋄ Cálculo de |𝜋5⟩. Lo primero que haremos será aplicar una puerta de Hadamard en el
segundo cúbit:

(𝐼2 ⊗ 𝐻 ⊗ 𝐼2 ⋯ ⊗ 𝐼2 ⊗ 𝐼2 ⊗ 𝐼2) |𝜋3⟩

= 1
√2 (|0⟩ + exp(

2𝜋𝑖
2𝑝 𝑙) |1⟩) ⊗ 1

√2 (|0⟩ + exp(
2𝜋𝑖
2 𝑙2) |1⟩)

⊗ |𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩ .

Ahora, aplicando de forma reiterada al resultado anterior las puertas controladas
CRT𝑘, con 𝑘 = 2, … , 𝑝 − 1, sobre el segundo cúbit y tomando como control, respec-
tivamente, los cúbits 3, 4, … , 𝑝, obtenemos que:

|𝜋5⟩ = 1
√2 (|0⟩ + exp(

2𝜋𝑖
2𝑝 𝑙) |1⟩) ⊗ 1

√2 (
|0⟩ + exp

(
2𝜋𝑖

𝑝

∑
𝑘=2

𝑙𝑘
2𝑘−1 )

|1⟩
)

⊗ |𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩ .

Ahora bien,

exp
(

2𝜋𝑖
𝑝

∑
𝑘=2

𝑙𝑘
2𝑘−1 )

= exp(2𝜋𝑖 1
2𝑝−1

𝑝

∑
𝑘=2

𝑙𝑘2𝑝−𝑘
)

= exp(2𝜋𝑖 1
2𝑝−1 (

𝑝

∑
𝑘=1

𝑙𝑘2𝑝−𝑘 − 𝑙12𝑝−1
))

= exp(
2𝜋𝑖
2𝑝−1 𝑙) exp(−2𝜋𝑖𝑙1) = exp(

2𝜋𝑖
2𝑝−1 𝑙) .

Por lo tanto,

|𝜋5⟩ = 1
√2 (|0⟩ + exp(

2𝜋𝑖
2𝑝 𝑙) |1⟩) ⊗ 1

√2 (|0⟩ + exp(
2𝜋𝑖
2𝑝−1 𝑙) |1⟩)

⊗ |𝑙3 … 𝑙𝑝−2𝑙𝑝−1𝑙𝑝⟩ .
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⋄ Cálculo de |𝜋6⟩. El razonamiento es completamente análogo al anterior. Se obtiene
que:

|𝜋6⟩ = 1
√2 (|0⟩ + exp(

2𝜋𝑖
2𝑝 𝑙) |1⟩) ⊗ 1

√2 (|0⟩ + exp(
2𝜋𝑖
2𝑝−1 𝑙) |1⟩) ⊗ ⋯

⊗ 1
√2 (|0⟩ + exp(

2𝜋𝑖
22 𝑙) |1⟩) ⊗ 1

√2 (|0⟩ + exp(
2𝜋𝑖
21 𝑙) |1⟩) .

⋄ Cálculo de |𝜋7⟩ (estado final). Observamos que la diferencia entre |𝜋6⟩ y (3.2) es
el orden en el que se realizan los productos tensoriales. Para recuperar el orden
adecuado, se aplican las puertas SWAP que están detalladas en el algoritmo. Final-
mente:

|𝜋7⟩ = 1
√2 (|0⟩ + exp(

2𝜋𝑖
21 𝑙) |1⟩) ⊗ 1

√2 (|0⟩ + exp(
2𝜋𝑖
22 𝑙) |1⟩) ⊗ ⋯

⊗ 1
√2 (|0⟩ + exp(

2𝜋𝑖
2𝑝−1 𝑙) |1⟩) ⊗ 1

√2 (|0⟩ + exp(
2𝜋𝑖
2𝑝 𝑙) |1⟩)

= 1
√𝑛

𝑝

⨂
𝑗=1

(|0⟩ + exp(
2𝜋𝑖
2𝑗 𝑙) |1⟩) .

Observación 3.5 (Sobre la Transformada de Fourier Cuántica Inversa (QFT−1)). Hemos
visto que, dado un estado básico |𝑙⟩𝑝 de un sistema de 𝑝 cúbits, la Transformada de Fourier

Cuántica viene dada por la siguiente expresión (𝑛 = 2𝑝):

𝑈𝑄𝐹𝑇 |𝑙⟩𝑝 = 1
√𝑛

𝑛−1

∑
𝑘=0

𝜔𝑙𝑘
𝑛 |𝑘⟩𝑝 = 1

√𝑛

𝑛−1

∑
𝑘=0

exp(2𝜋𝑖𝑙𝑘
𝑛 ) |𝑘⟩𝑝 .

Con lo cual,

𝑈𝑄𝐹𝑇 = 1
√𝑛

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝜔00
𝑛 𝜔10

𝑛 𝜔20
𝑛 ⋯ 𝜔(𝑛−3)0

𝑛 𝜔(𝑛−2)0
𝑛 𝜔(𝑛−1)0

𝑛
𝜔01

𝑛 𝜔10
𝑛 𝜔21

𝑛 ⋯ 𝜔(𝑛−3)1
𝑛 𝜔(𝑛−2)1

𝑛 𝜔(𝑛−1)1
𝑛

𝜔02
𝑛 𝜔10

𝑛 𝜔22
𝑛 ⋯ 𝜔(𝑛−3)2

𝑛 𝜔(𝑛−2)2
𝑛 𝜔(𝑛−1)2

𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮

𝜔0(𝑛−3)
𝑛 𝜔1(𝑛−3)

𝑛 𝜔2(𝑛−3)
𝑛 ⋯ 𝜔(𝑛−3)(𝑛−3)

𝑛 𝜔(𝑛−2)(𝑛−3)
𝑛 𝜔(𝑛−1)(𝑛−3)

𝑛
𝜔0(𝑛−2)

𝑛 𝜔1(𝑛−2)
𝑛 𝜔2(𝑛−2)

𝑛 ⋯ 𝜔(𝑛−2)(𝑛−2)
𝑛 𝜔(𝑛−2)(𝑛−2)

𝑛 𝜔(𝑛−1)(𝑛−2)
𝑛

𝜔0(𝑛−1)
𝑛 𝜔1(𝑛−1)

𝑛 𝜔2(𝑛−1)
𝑛 ⋯ 𝜔(𝑛−3)(𝑛−1)

𝑛 𝜔(𝑛−2)(𝑛−1)
𝑛 𝜔(𝑛−1)(𝑛−1)

𝑛

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Resulta claro que la matriz anterior es simétrica, por lo tanto, para calcular su inver-
sa, lo único que tenemos que hacer es conjugar sus elementos. Así, si denotamos por

𝑈𝑄𝐹𝑇−1 ∶= (𝑈𝑄𝐹𝑇)−1 = 𝑈†
𝑄𝐹𝑇, tenemos que

𝑈𝑄𝐹𝑇−1 |𝑘⟩𝑝 = 1
√𝑛

𝑛−1

∑
𝑙=0

exp(−2𝜋𝑖𝑙𝑘
𝑛 ) |𝑙⟩𝑝 .
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Para construír un algoritmo que calcule la Transformada de Fourier Cuántica Inversa
simplemente hacemos las inversas de las operaciones del Algoritmo 3.3 en orden opuesto
(recordemos que, dadas dos matrices invertibles 𝐴 y 𝐵, (𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1). Por ejemplo,
supongamos que tenemos un sistema de 3 cúbits, el Algoritmo 3.3 en este caso quedaría el
circuito de la Figura 3.4. Resulta claro que la inversa de la operación SWAP es ella misma y

|𝑙1⟩

|𝑙2⟩

|𝑙3⟩

𝐻 RT2 RT3

𝑈𝑄𝐹𝑇 |𝑙⟩3𝐻 RT2

𝐻

Fig. 3.4. QFT en un sistema de 3 cúbits.

lo mismo ocurre con la puerta de Hadamard. En lo que respecta a las puertas controladas,
si denotamos por

RS𝑗 =
(

1 0
0 exp(−2𝜋𝑖

2𝑗 ) )
∈ M2×2(ℂ)

y por CRS𝑗 ∈ M22⊗22(ℂ) a la correspondiente puerta controlada, observamos que

CRS𝑗CRT𝑗 = 𝐼4.

En efecto:

CRS𝑗CRT𝑗 |00⟩ =CRS𝑗 |00⟩ = |00⟩ ,
CRS𝑗CRT𝑗 |01⟩ =CRS𝑗 |01⟩ = |01⟩ ,
CRS𝑗CRT𝑗 |10⟩ =CRS𝑗 |10⟩ = |10⟩ ,

CRS𝑗CRT𝑗 |11⟩ = exp(
2𝜋𝑖
2𝑗 )CRS𝑗 |11⟩ = exp(

2𝜋𝑖
2𝑗 ) exp(−2𝜋𝑖

2𝑗 ) |11⟩ = |11⟩ .

Por lo tanto, el algoritmo que calcula la Transformada de Fourier Cuántica Inversa de un
sistema de 3 cúbits es el que se muestra en la Figura 3.5.

3.2 Algoritmo de estimación de fase (QPE)

El algoritmo de estimación de fase (QPE por sus siglas en inglés) [312, Section 5.2], es
un algoritmo cuántico básico que se emplea en muchas aplicaciones como por ejemplo el
algoritmo HHL que veremos en la siguiente sección. La idea básica del algoritmo consiste,
dado un operador unitario 𝑈, en estimar la fase 𝜃 de un autovalor 𝜆 = e2𝜋𝑖𝜃 asociado a un
autoestado |𝜓⟩:

𝑈 |𝜓⟩ = e2𝜋𝑖𝜃 |𝜓⟩ .
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|𝑘⃗1⟩

|𝑘⃗2⟩

|𝑘⃗3⟩

𝑅𝑆3 𝑅𝑆2 𝐻

𝑈𝑄𝐹𝑇−1 |𝑘⟩3𝑅𝑆2 𝐻

𝐻

Fig. 3.5. 𝑄𝐹𝑇−1 en un sistema de 3 cúbits.

El algoritmo de estimación de fase emplea dos registros. El primer registro contiene 𝑡
cúbits inicializados al estado |0⟩. La elección del parámetro 𝑡 dependerá de la precisión
con la que queramos estimar 𝜃 y de la probabilidad de que el algoritmo tenga éxito (ha-
blaremos sobre esto al final de la sección). El segundo registro que necesitaremos está
formado por el número de cúbits necesarios para almacenar |𝜓⟩ (supondremos que es 𝑝).
Pasamos a continuación a describir y analizar el algoritmo.

Algoritmo 3.6 (Algoritmo QPE). Sea 𝑈 un operador unitario y |𝜓⟩ un autoestado. Se trata
de calcular 𝜃 tal que 𝑈 |𝜓⟩ = e2𝜋𝑖𝜃 |𝜓⟩.

|0⟩ …

|0⟩ …

⋮

|0⟩ …

|𝜓⟩ …

Primer
registro |0⟩⊗𝑡

𝐻

𝑄𝐹𝑇−1 |2𝑡𝜃⟩
𝐻

𝐻

Segundo
registro 𝑈2𝑡−1 𝑈2𝑡−2 𝑈20

|𝜋1⟩ |𝜋2⟩ |𝜋3⟩ |𝜋4⟩

Fig. 3.6. Algoritmo QPE.

Analicemos cada una de las partes en las que hemos dividido el algoritmo anterior.

⋄ Cálculo de |𝜋1⟩. Aplicamos la puerta 𝐻⊗𝑡 sobre el primer registro y la identidad
sobre el segundo.

|𝜋1⟩ = (𝐻⊗𝑡 |0⟩⊗𝑡
) ⊗ 𝜓 = 1

√2𝑡
(|0⟩ + |1⟩)⊗𝑡 ⊗ |𝜓⟩ .
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⋄ Cálculo de |𝜋2⟩. Se aplican las puertas controladas al segundo registro. Obsérve-
se que, puesto que e2𝜋𝑖𝜃 es un autovalor asociado al autoestado |𝜓⟩, dado 𝑗 ∈
{0, … , 𝑡 − 1},

𝑈2𝑗 |𝜓⟩ = e2𝜋𝑖2𝑗𝜃 |𝜓⟩ .
Así,

|𝜋2⟩ = (𝐶𝑈20 ⋯ 𝐶𝑈2𝑡−2𝐶𝑈2𝑡−1
) (

1
√2𝑡

(|0⟩ + |1⟩)⊗𝑡 ⊗ |𝜓⟩)

= 1
√2𝑡 (𝐶𝑈20 ⋯ 𝐶𝑈2𝑡−2

) 𝐶𝑈2𝑡−1
((|0⟩ + |1⟩) ⊗ (|0⟩ + |1⟩)⊗(𝑡−1) ⊗ |𝜓⟩)

= 1
√2𝑡 (𝐶𝑈20 ⋯ 𝐶𝑈2𝑡−2

) 𝐶𝑈2𝑡−1
(|0⟩ ⊗ (|0⟩ + |1⟩)⊗(𝑡−1) ⊗ |𝜓⟩ + |1⟩

⊗ (|0⟩ + |1⟩)⊗(𝑡−1) ⊗ |𝜓⟩)

= 1
√2𝑡 (𝐶𝑈20 ⋯ 𝐶𝑈2𝑡−2

) (|0⟩ ⊗ (|0⟩ + |1⟩)⊗(𝑡−1) ⊗ |𝜓⟩ + e2𝜋𝑖2𝑡−1𝜃 |1⟩

⊗ (|0⟩ + |1⟩)⊗(𝑡−1) ⊗ |𝜓⟩)

= 1
√2𝑡 (𝐶𝑈20 ⋯ 𝐶𝑈2𝑡−2

) ((|0⟩ + e2𝜋𝑖2𝑡−1𝜃 |1⟩) ⊗ (|0⟩ + |1⟩)⊗(𝑡−1) ⊗ |𝜓⟩) .

Repitiendo el mismo razonamiento para el resto de puertas controladas,

|𝜋2⟩ = 1
√2𝑡 (|0⟩ + e2𝜋𝑖2𝑡−1𝜃 |1⟩) ⊗ (|0⟩ + e2𝜋𝑖2𝑡−2𝜃 |1⟩) ⊗ ⋯

⊗ (|0⟩ + e2𝜋𝑖20𝜃 |1⟩) ⊗ |𝜓⟩ .

Analicemos la expresión anterior en el caso particular de considerar 𝑡 = 3. Se tendrá
que

|𝜋2⟩ = 1
√23 (|0⟩ + e2𝜋𝑖22𝜃 |1⟩) ⊗ (|0⟩ + e2𝜋𝑖21𝜃 |1⟩) ⊗ (|0⟩ + e2𝜋𝑖20𝜃 |1⟩) ⊗ |𝜓⟩

= 1
√23 (|0⟩ + e2𝜋𝑖22𝜃 |1⟩)

⊗ (|00⟩ + e2𝜋𝑖20𝜃 |01⟩ + e2𝜋𝑖21𝜃 |10⟩ + e2𝜋𝑖(21+20)𝜃 |11⟩) ⊗ |𝜓⟩

= 1
√23 ( |000⟩ + e2𝜋𝑖20𝜃 |001⟩ + e2𝜋𝑖21𝜃 |010⟩ + e2𝜋𝑖(21+20)𝜃 |011⟩ + e2𝜋𝑖22𝜃 |100⟩

+ e2𝜋𝑖(22+20)𝜃 |101⟩ + e2𝜋𝑖(22+21)𝜃 |110⟩ + e2𝜋𝑖(22+21+20)𝜃 |111⟩ ) ⊗ |𝜓⟩

= 1
√23 (e

2𝜋𝑖(0⋅22+0⋅21+0⋅20)𝜃 |000⟩ + e2𝜋𝑖(0⋅22+0⋅21+1⋅20)𝜃 |001⟩
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+ e2𝜋𝑖(0⋅22+1⋅21+0⋅20)𝜃 |010⟩ + e2𝜋𝑖(0⋅22+1⋅21+1⋅20)𝜃 |011⟩
+ e2𝜋𝑖(1⋅22+0⋅21+0⋅20)𝜃 |100⟩ + e2𝜋𝑖(1⋅22+0⋅21+1⋅20)𝜃 |101⟩

+ e2𝜋𝑖(1⋅22+1⋅21+0⋅20)𝜃 |110⟩ + e2𝜋𝑖(1⋅22+1⋅21+1⋅20)𝜃 |111⟩ ) ⊗ |𝜓⟩

=
(

1
√23

23−1

∑
𝑘=0

e2𝜋𝑖𝑘𝜃 |𝑘⟩3)
⊗ |𝜓⟩ .

Para el caso general,

|𝜋2⟩ =
(

1
√2𝑡

2𝑡−1

∑
𝑘=0

e2𝜋𝑖𝑘𝜃 |𝑘⟩𝑡)
⊗ |𝜓⟩ .

⋄ Cálculo de |𝜋3⟩. Se aplica la Transformada de Fourier Inversa al primer registro. Así,

|𝜋3⟩ =
(

𝑈𝑄𝐹𝑇−1
(

1
√2𝑡

2𝑡−1

∑
𝑘=0

e2𝜋𝑖𝑘𝜃 |𝑘⟩𝑡))
⊗ |𝜓⟩

=
(

1
√2𝑡

2𝑡−1

∑
𝑘=0

e2𝜋𝑖𝑘𝜃𝑈𝑄𝐹𝑇−1 |𝑘⟩𝑡)
⊗ |𝜓⟩

=
(

1
√2𝑡

2𝑡−1

∑
𝑘=0

exp (2𝜋𝑖𝑘𝜃) 1
√2𝑡

2𝑡−1

∑
𝑙=0

exp(−2𝜋𝑖𝑙𝑘
2𝑡 ) |𝑙⟩𝑡)

⊗ |𝜓⟩

=
(

1
2𝑡

2𝑡−1

∑
𝑘=0

2𝑡−1

∑
𝑙=0

exp(
2𝜋𝑖𝑘

2𝑡 (2𝑡𝜃 − 𝑙)) |𝑙⟩𝑡)
⊗ |𝜓⟩ .

⋄ Cálculo de |𝜋4⟩. Empezamosmidiendo el primer registro. Aquí es donde el algoritmo
presenta su mayor limitación. Distinguimos los siguientes casos:

⨳ Supongamos que existe un elemento 𝑙 ∈ {0, … , 2𝑡−1} tal que 2𝑡𝜃 = 𝑙 (𝜃 = 𝑙/2𝑡).
En este caso,

|𝜋2⟩ =
(

1
√2𝑡

2𝑡−1

∑
𝑘=0

exp(2𝜋𝑖𝑙𝑘
2𝑡 ) |𝑘⟩𝑡)

⊗ |𝜓⟩ = (𝑈𝑄𝐹𝑇 |𝑙⟩𝑡) ⊗ |𝜓⟩ ,

de donde,

|𝜋3⟩ = (𝑈𝑄𝐹𝑇−1𝑈𝑄𝐹𝑇 |𝑙⟩𝑡) ⊗ |𝜓⟩ = |𝑙⟩𝑡 ⊗ |𝜓⟩ = |2𝑡𝜃⟩𝑡 ⊗ |𝜓⟩ .

Con lo cual, al realizar la medida en el primer registro, obtenemos el estado
básico |2𝑡𝜃⟩𝑡 con probabilidad uno, recuperando así el valor exacto de 𝜃.
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⨳ Caso general. Sea 𝑏 ∈ [0, 2𝑡 − 1] ∩ ℤ tal que 𝑏/2𝑡 = 0.𝑏1 … 𝑏𝑡 es la me-
jor aproximación de 𝑡 bits de 𝜃 menor o igual a 𝜃. Se tendrá entonces que
𝛿 ∶= 𝜃 − 𝑏/2𝑡 ∈ [0, 2−𝑡]. La idea fundamental es que, al aplicar el algoritmo de
estimación de fase, obtenemos un resultado próximo a 𝑏 con alta probabilidad,
lo cual nos permite, en última instancia, estimar 𝜃.
Ahora bien, recordemos que al aplicar la Transformada de Fourier Inversa sobre
el primer registro obtenemos

2𝑡−1

∑
𝑙,𝑘=0

1
2𝑡 exp(2𝜋𝑖𝑘 (𝜃 − 𝑙

2𝑡 )) |𝑙⟩𝑡 .

Consideremos ahora la siguiente renumeración de los estados básicos:

|(𝑏 + 𝑙)(mod 2𝑡)⟩𝑡 .

con 𝑙 = −2𝑡−1 + 1, … , 2𝑡−1. Se tendrá que la expresión anterior admite la si-
guiente formulación:

2𝑡−1

∑
𝑙=−2𝑡−1+1

1
2𝑡 (

2𝑡−1

∑
𝑘=0

exp(2𝜋𝑖𝑘 (𝜃 − (𝑏 + 𝑙)
2𝑡 ))) |(𝑏 + 𝑙)(mod 2𝑡)⟩𝑡 , (3.5)

donde hemos empleado el hecho de que, dados 𝑏 ∈ [0, 2𝑡 − 1] ∩ ℤ y 𝑙 = −2𝑡−1 +
1, … , 2𝑡−1, existe 𝑎 ∈ ℤ tal que

exp(2𝜋𝑖𝑘𝑏 + 𝑙
2𝑘 ) = exp(2𝜋𝑖𝑘 (𝑎 + (𝑏 + 𝑙)(mod 2𝑡)

2𝑘 ))

= exp (2𝜋𝑖𝑘𝑎) exp(2𝜋𝑖𝑘(𝑏 + 𝑙)(mod 2𝑡)
2𝑡 )

= exp(2𝜋𝑖𝑘(𝑏 + 𝑙)(mod 2𝑡)
2𝑡 ) .

Denotemos ahora por 𝛼𝑙 a la amplitud del estado básico |(𝑏 + 𝑙)(mod 2𝑡)⟩𝑡. Se
tendrá que 𝛼𝑙 se puede expresar como la suma parcial de una serie geométrica:

𝛼𝑙 ∶= 1
2𝑡

2𝑡−1

∑
𝑘=0

exp(2𝜋𝑖 (𝜃 − (𝑏 + 𝑙)
2𝑡 ))

𝑘

= 1
2𝑡 (

1 − exp (2𝜋𝑖 (2𝑡𝛿 − 𝑙))
1 − exp (2𝜋𝑖 (𝛿 − 𝑙

2𝑡 )) )
.

Supongamos que el resultado final después de la medida es el estado básico
|𝑚⟩𝑡. Estamos interesados en acotar la probabilidad de obtener un estado bá-
sico |𝑚⟩𝑡 tal que |𝑚 − 𝑏| > 𝑟, donde 𝑟 ∈ ℕ es la tolerancia deseada.

Por ejemplo, supongamos que 𝑡 = 3, que 𝑏 = 2 ∈ [0, 23 − 1] y que 𝑟 = 1.
Tendremos que (3.5) admite la siguiente expresión:

𝛼−3 |7⟩3 + 𝛼−2 |0⟩3 + 𝛼−1 |1⟩3 + 𝛼0 |2⟩3 + 𝛼1 |3⟩3 + 𝛼2 |4⟩3 + 𝛼3 |5⟩3 + 𝛼4 |6⟩3 .
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Por lo tanto, los estados básicos tales que distan de 𝑏 = 2 una cantidad mayor
o igual a 𝑟 + 1 son |7⟩3 , |0⟩3 , |4⟩3 , |5⟩3 y |6⟩3. Con lo cual,

Pr(|𝑚 − 𝑏| > 𝑟) =|𝛼−3|2 + |𝛼−2|2 + |𝛼2|2 + |𝛼3|2 + |𝛼4|2

=
−(𝑟+1)

∑
𝑙=−2𝑡−1+1

|𝛼𝑙|2 +
2𝑡−1

∑
𝑙=(𝑟+1)

|𝛼|2,

pudiéndose demostrar que la última igualdad sigue siendo válida en el caso
general.

Ahora, puesto que |1 − exp(𝑖𝜑)| ⩽ 2 para todo 𝜑 ∈ ℝ,

|𝛼𝑙| ⩽ 2
2𝑡 |1 − exp (2𝜋𝑖 (𝛿 − 𝑙

2𝑡 ))|
.

Dado un elemento 𝜑 ∈ [−𝜋, 𝜋] tenemos que |1 − exp(𝑖𝜑)| ⩾ 2|𝜑|/𝜋, de donde,
puesto que −𝜋 ⩽ 2𝜋(𝛿 − 𝑙/2𝑡) ⩽ 𝜋, obtenemos,

|𝛼𝑙| ⩽ 1
2𝑡+1(𝛿 − 𝑙/2𝑡)

= 1
2(2𝑡𝛿 − 𝑙).

Así, si tenemos en cuenta además que 0 ⩽ 2𝑡𝛿 ⩽ 1, llegamos a la siguiente
acotación:

Pr(|𝑚 − 𝑏| > 𝑟) ⩽1
4 (

−(𝑟+1)

∑
𝑙=−2𝑡−1+1

1
(𝑙 − 2𝑡𝛿)2 +

2𝑡−1

∑
𝑙=(𝑟+1)

1
(𝑙 − 2𝑡𝛿)2 )

⩽1
4 (

−(𝑟+1)

∑
𝑙=−2𝑡−1+1

1
𝑙2 +

2𝑡−1

∑
𝑙=(𝑟+1)

1
(𝑙 − 1)2 )

⩽1
2

2𝑡−1−1

∑
𝑙=𝑟

1
𝑙2 = 1

2 (
1
𝑟2 +

2𝑡−1−1

∑
𝑙=𝑟+1

1
𝑙2 )

⩽ 1
2 (

1
𝑟2 + ∫

2𝑡−1−1

𝑟

1
𝑙2 d 𝑙

)
.

Ahora, puesto que 𝑟 es un número natural, tienen sentido las siguientes acota-
ciones:

1
2 (

1
𝑟2 +

2𝑡−1−1

∑
𝑙=𝑟+1

1
𝑙2 )

⩽1
2 (

1
𝑟2 + ∫

2𝑡−1−1

𝑟

1
𝑙2 d 𝑙

)

=1
2 (

1
𝑟2 + 1

𝑟 − 1
2𝑡−1 − 1) ⩽ 𝑟 + 1

2𝑟2 ,

de donde llegamos a que Pr(|𝑚 − 𝑏| > 𝑟) ⩽ 𝑟+1
2𝑟2 .

Supongamos que queremos aproximar 𝜃 con una precisión de 2−𝑛. En particular,
debemos tomar 𝑟 = 2𝑡−𝑛 − 1 (𝑏 + 𝑟 + 1 = 𝑏 + 2𝑡−𝑛 ≃ 2𝑡 + 𝜃2𝑡−𝑛 = 2𝑡(𝜃 + 2−𝑛)).
Tomemos 𝑡 = 𝑛 + 𝑞 (𝑞 = 𝑡 − 𝑛) cúbits en el primer registro del algoritmo, siendo
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𝑞 un número entero positivo a determinar, se tendrá, entonces que 𝑟 = 2𝑞 − 1,
con lo cual:

Pr(|𝑚 − 𝑏| > 𝑟) ⩽ 2𝑝

2(2𝑞 − 1)2 ⇒ Pr(|𝑚 − 𝑏| ⩽ 𝑟) ⩾ 1 − 2𝑞

2(2𝑞 − 1)2 .

En resumen, dado 𝜖 > 0 un número real y 𝑛 > 0 un número entero, si queremos
aproximar 𝜃 con una precisión de 𝑛 bits y con probabilidad de éxito superior a
1 − 𝜖, debemos tomar 𝑞 tal que

2𝑞

2(2𝑞 − 1)2 ⩽ 𝜖.

Podemos tomar entonces

𝑞 =
⎡
⎢
⎢
⎢

ln(
4 𝜖+√8 𝜖+1+1

4 𝜖 )
ln (2)

⎤
⎥
⎥
⎥

.

Con lo cual, el número de cúbits para el primer registo será

𝑡 = 𝑛 +
⎡
⎢
⎢
⎢

ln(
4 𝜖+√8 𝜖+1+1

4 𝜖 )
ln (2)

⎤
⎥
⎥
⎥

.

Destacamos que en el algoritmo anterior es necesario conocer el autoestado asociado
a𝑈. En el caso de que esto no sea posible, remitimos al lector a [312, Section 5.2.1]. El lector
también podrá observar en la mencionada referencia que la estimación de 𝑡 es distinta a

la nuestra. Esto se debe a que el autor hace la acotación 1
2 ∑2𝑡−1−1

𝑙=𝑟
1
𝑙2 ⩽ 1

2 ∫2𝑡−1−1
𝑟−1

1
𝑟 d 𝑟

que, a nuestro juicio, no es cierta cuando 𝑟 = 1 (la integral no es convergente). Es por
ello que separamos el primer sumando de la suma que sería el que, eventualmente, nos
podría dar el problema de que la integral no fuese convergente. En cualquier caso, la cota
propuesta en este trabajo mejora a la propuesta en [312].

Notación 3.7. Con la finalidad de simplificar la descripción del algoritmo HHL que vere-
mos en la siguiente sección, establezcamos la siguiente notación para el algoritmo de
estimación de fase:

𝑈𝑄𝑃𝐸 (|0⟩⊗𝑡 ⊗ |𝜓⟩) =
(

1
2𝑡

2𝑡−1

∑
𝑘=0

2𝑡−1

∑
𝑙=0

exp(
2𝜋𝑖𝑘

2𝑡 (2𝑡𝜃 − 𝑙)) |𝑙⟩𝑡)
⊗ |𝜓⟩ .

Recordemos que al medir el primer registro, lo que obtenemos es una aproximación ̃𝜃
de 2𝑡𝜃, siendo 𝜃 tal que 𝑈 |𝜓⟩ = e2𝜋𝑖𝜃 |𝜓⟩. La construcción del operador 𝑈−1

𝑄𝑃𝐸 se puede

realizar de forma análoga a la que hemos visto para el operador 𝑈𝑄𝐹𝑇. Recordemos por

último que, en el caso de que exista un elemento 𝑙 ∈ {0, … , 2𝑡 − 1} tal que 2𝑡𝜃 = 𝑙
(𝜃 = 𝑙/2𝑡), entonces, 𝑈𝑄𝑃𝐸 (|0⟩⊗𝑡 ⊗ |𝜓⟩) = |2𝑡𝜃⟩ ⊗ |𝜓⟩.
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3.3 Algoritmo de resolución de sistemas lineales (HHL)

El algoritmo HHL (Harrow-Hassidim-Lloyd [202]) consiste en, dada una matriz hermi-
tiana 𝐴 ∈ M𝑁×𝑁(ℂ), con 𝑁 = 2𝑛𝑏, y un vector unitario 𝑏 ∈ M𝑁×1(ℂ), estimar el valor
de 𝑥 ∈ M𝑁×1(ℂ) tal que 𝐴𝑥 = 𝑏. El interés de este algoritmo resulta más evidente
cuando, en lugar de conocer el valor de la solución 𝑥 directamente, lo que necesitamos
es estimar el valor de 𝑥†𝑀𝑥, para alguna matriz 𝑀. En tal caso, cuando 𝐴 es dispersa,
el algoritmo HHL presenta una mejora exponencial en el orden de complejidad frente al
mejor algoritmo clásico [202]. Esto es, el algoritmo HHL presenta un orden de compleji-
dad de 𝑂(𝑑4𝜅2 log(𝑁)/𝜖), donde 𝑑 es el número de entradas distintas de cero por fila en
la matriz 𝐴, 𝜅 es el condicionamiento de 𝐴 y 𝜖 es la precisión deseada en los cálculos. Sin
embargo, el algoritmo de Gradiente Conjugado, que se puede considerar como el mejor
algoritmo clásico para resolver sistemas lineales con matrices dispersas, tiene un orden
de complejidad de 𝑂(𝑁𝑑𝜅 log(1/𝜖)) [347].

En esta sección introduciremos el algoritmo cuántico HHL en el caso más simple de
aplicación. Remitimos al lector a la referencia [202] para el caso general que mencioná-
bamos en el párrafo anterior.

Supongamos que 𝐴 admite la siguiente descomposición espectral:

𝐴 =
𝑁−1

∑
𝑗=0

𝜆 |𝑢𝑗⟩ ⟨𝑢𝑗| ,

donde, dado 𝑗 = 0, … , 𝑁 − 1, 𝜆𝑗 ∈ ℝ es un autovalor y |𝑢𝑗⟩ es un autoestado unitario
asociado a 𝜆𝑗. Se tendrá entonces que

𝐴−1 =
𝑁−1

∑
𝑗=0

𝜆−1
𝑗 |𝑢𝑗⟩ ⟨𝑢𝑗| .

Supongamos ahora que |𝑏⟩ se puede expresar de la siguiente forma:

|𝑏⟩ =
𝑁−1

∑
𝑗=0

𝑏𝑗 |𝑢𝑗⟩ ,

siendo 𝑏𝑗 ∈ ℂ, para todo 𝑗 = 0, … , 𝑁 − 1, tales que ∑𝑁−1
𝑗=0 |𝑏𝑗|2 = 1. Resulta claro que,

en el caso en el que
𝑁−1

∑
𝑗=0

|𝜆−1
𝑗 𝑏𝑗|2 = 1,

la solución 𝑥 es un vector unitario que se puede expresar de la siguiente forma:

|𝑥⟩ = 𝐴−1 |𝑏⟩ =
𝑁−1

∑
𝑗=0

𝜆−1
𝑗 𝑏𝑗 |𝑢𝑗⟩ .
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En el caso en el que 𝐴 no sea hermitiana, se considera el sistema lineal 𝐴𝑥̃ = 𝑏̃, donde

𝐴 = (
0 𝐴

𝐴† 0 ) , 𝑏̃ = (
𝑏
0 ) 𝑦 𝑥̃ = (

0
𝑥 ) .

Algoritmo 3.8 (AlgoritmoHHL). Dada unamatriz hermitiana𝐴 ∈ M2𝑛𝑏×2𝑛𝑏(ℂ) y un vector
unitario 𝑏 ∈ M2𝑛𝑏×1(ℂ), se trata de calcular |𝑥⟩ = 𝐴−1 |𝑏⟩. Denotaremos por 𝑛𝑙 al número
de cúbits que empleamos en el primer registro del algoritmo de estimación de fase.

|0⟩⊗𝑛𝑙

|𝑏⟩

|0⟩

𝑄𝑃𝐸 𝑄𝑃𝐸−1

𝑅𝑇

|𝜋1⟩ |𝜋2⟩ |𝜋3⟩ |𝜋4⟩ |𝜋5⟩

Fig. 3.7. Algoritmo HHL.

Analicemos ahora cada una de las fases en las que hemos dividido el algoritmo ante-
rior.

⋄ Cálculo de |𝜋1⟩. Se corresponde con la etapa de inicialización del algoritmo. Puesto
que 𝑏 ∈ M𝑁×1(ℂ) es un vector unitario, lo podemos identificar con un 𝑛𝑏-cúbit que
denotaremos por |𝑏⟩. Por lo tanto,

|𝜋1⟩ = |0⟩⊗𝑛𝑙 ⊗ |𝑏⟩ ⊗ |0⟩ =
(

𝑁−1

∑
𝑗=0

𝑏𝑗 |0⟩⊗𝑛𝑙 ⊗ |𝑢𝑗⟩)
⊗ |0⟩ .

⋄ Cálculo de |𝜋2⟩. Para poder aplicar el algoritmo de estimación de fase, necesitamos

un operador unitario. Consideremos entonces el operador unitario 𝑈 = e𝑖𝐴𝑡, donde
𝑡 ∈ ℝ, con 𝑡 > 0 (no confundir con la variable entera que hemos empleado para
identificar el número de cúbits en el primer registro para el algoritmo de estimación
de fase). Se tendrá que

e𝑖𝐴𝑡 =
𝑁−1

∑
𝑗=0

e
𝑖𝜆𝑗𝑡 |𝑢𝑗⟩ ⟨𝑢𝑗| =

𝑁−1

∑
𝑗=0

e
2𝜋𝑖

𝜆𝑗𝑡
2𝜋 |𝑢𝑗⟩ ⟨𝑢𝑗| .

Con lo cual,

|𝜋2⟩ =
(

𝑁−1

∑
𝑗=0

𝑏𝑗𝑈𝑄𝑃𝐹 (|0⟩⊗𝑛𝑙 ⊗ |𝑢𝑗⟩))
⊗ |0⟩ .
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Por simplicidad en la descripción del algoritmo, supondremos que la aproximación
del algoritmo de estimación de fase es exacta:

𝑈𝑄𝑃𝐹 (|0⟩⊗𝑛𝑙 ⊗ |𝑢𝑗⟩) = | ̃𝜆𝑗⟩𝑛𝑙
⊗ |𝑢𝑗⟩ ,

donde ̃𝜆𝑗 = 2𝑛𝑙𝜆𝑗𝑡/(2𝜋). Por lo tanto,

|𝜋2⟩ =
(

𝑁−1

∑
𝑗=0

𝑏𝑗 | ̃𝜆𝑗⟩𝑛𝑙
⊗ |𝑢𝑗⟩)

⊗ |0⟩ =
𝑁−1

∑
𝑗=0

𝑏𝑗 | ̃𝜆𝑗⟩𝑛𝑙
⊗ |𝑢𝑗⟩ ⊗ |0⟩ .

⋄ Cálculo de |𝜋3⟩. Aplicamos una rotación al cúbit auxiliar |0⟩, basada en los elementos
del primer registro:

|𝜋3⟩ =
𝑁−1

∑
𝑗=0

𝑏𝑗 | ̃𝜆𝑗⟩𝑛𝑙
⊗ |𝑢𝑗⟩ ⊗

⎛
⎜
⎜
⎝
[

1 − 𝐶2

̃𝜆2
𝑗 ]

1/2

|0⟩ + 𝐶
̃𝜆𝑗

|1⟩
⎞
⎟
⎟
⎠

,

donde 𝐶 es una constante de normalización que debe ser elegida lo mayor posi-
ble, con la finalidad de maximizar la probabilidad de obtener el estado |1⟩, véase
|𝐶|2/| ̃𝜆𝑗|2, cuando midamos el cúbit auxiliar.

⋄ Cálculo de |𝜋4⟩. Veamos por qué es interesante obtener el estado |1⟩ en el cúbit
auxiliar (de hecho, en el caso de obtener el cúbit |0⟩ descartamos el resultado y
volvemos a repetir el algoritmo hasta que salga el cúbit |1⟩). En este caso:

|𝜋⟩4 =
𝑁−1

∑
𝑗=0

1

√∑𝑁−1
𝑗=0

|𝐶|2|𝑏𝑗|2

| ̃𝜆𝑗|2

𝑏𝑗
𝐶
̃𝜆𝑗

| ̃𝜆𝑗⟩𝑛𝑙
⊗ |𝑢𝑗⟩ ⊗ |1⟩

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑁−1

∑
𝑗=0

1

√∑𝑁−1
𝑗=0

|𝐶|2|𝑏𝑗|2

| ̃𝜆𝑗|2

𝑏𝑗
𝐶
̃𝜆𝑗

| ̃𝜆𝑗⟩𝑛𝑙
⊗ |𝑢𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⊗ |1⟩ .

⋄ Calculemos |𝜋5⟩, para ello, tenemos que aplicar 𝑈𝑄𝑃𝐸−1 sobre los dos primeros
registros:

|𝜋5⟩ =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑈𝑄𝑃𝐸−1

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑁−1

∑
𝑗=0

1

√∑𝑁−1
𝑗=0

|𝐶|2|𝑏𝑗|2

| ̃𝜆𝑗|2

𝑏𝑗
𝐶
̃𝜆𝑗

| ̃𝜆𝑗⟩𝑛𝑙
⊗ |𝑢𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⊗ |1⟩
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=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑁−1

∑
𝑗=0

1

√∑𝑁−1
𝑗=0

|𝐶|2|𝑏𝑗|2

| ̃𝜆𝑗|2

𝑏𝑗
𝐶
̃𝜆𝑗
𝑈𝑄𝑃𝐸−1 | ̃𝜆𝑗⟩𝑛𝑙

⊗ |𝑢𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⊗ |1⟩

=
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑁−1

∑
𝑗=0

1

√∑𝑁−1
𝑗=0

|𝐶|2|𝑏𝑗|2

| ̃𝜆𝑗|2

𝑏𝑗
𝐶
̃𝜆𝑗

|0⟩⊗𝑛𝑙 ⊗ |𝑢𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⊗ |1⟩

= |0⟩⊗𝑛𝑙 ⊗
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑁−1

∑
𝑗=0

1

√∑𝑁−1
𝑗=0

|𝑏𝑗|2

|𝜆𝑗|2

𝑏𝑗
𝜆𝑗

|𝑢𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⊗ |1⟩ = |0⟩⊗𝑛𝑙 ⊗ |𝑥⟩ ⊗ |1⟩ .

Obsérvese que, en el caso en el que

𝑁−1

∑
𝑗=0

|𝜆−1
𝑗 𝑏𝑗|2 ≠ 1,

el algoritmo nos proporciona en el segundo registro la solución 𝑥 normalizada:

|𝜋5⟩ = |0⟩⊗𝑛𝑙 ⊗
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝑁−1

∑
𝑗=0

1

√∑𝑁−1
𝑗=0

|𝑏𝑗|2

|𝜆𝑗|2

𝑏𝑗
𝜆𝑗

|𝑢𝑗⟩

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

⊗ |1⟩ .

Esto se pondrá de manifiesto en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.9. Consideremos el sistema lineal 𝐴𝑥 = 𝑏, donde

𝐴 = (
1 −1/3

−1/3 1 ) 𝑦 𝑏 = (
1
0 ) .

La solución de dicho sistema es

𝑥 = (
9/8
3/8 ) .

Si la normalizamos, lo que nos debería proporcionar el algoritmo HHL es

|𝑥⟩ = 1
√(9/8)2 + (3/8)2

9
8 |0⟩ + 1

√(9/8)2 + (3/8)2

3
8 |1⟩ = 3

√10
|0⟩ + 1

√10
|1⟩ .

Vamos ahora con la aplicación del algoritmo HHL en este caso en concreto. Por un
lado, los autovalores de la matriz 𝐴 son 𝜆0 = 2/3 y 𝜆1 = 4/3, siendo los autovectores

CTS-2023- 0044 Las Matemáticas en la era de la Computación Cuántica 56 / 151



asociados:

𝑢0 = 1
√2 (

1
1 ) 𝑦 𝑢1 = 1

√2 (
1

−1 ) .

En particular,

𝑏 =
1

∑
𝑗=0

1
√2

𝑢𝑗.

Para almacenar 𝑏 solamente necesitamos un cúbit (𝑏 = |0⟩), por lo que 𝑛𝑏 = 1. Para
almacenar los autovalores asociados, tomaremos 𝑡 = 3𝜋/4. En este caso, tomando 𝑛𝑙 = 2,

̃𝜆0 =2𝑛𝑙𝜆0𝑡
2𝜋 = 1 = |01⟩2 , ̃𝜆1 = 2𝑛𝑙𝜆1𝑡

2𝜋 = 2 = |10⟩2 .

⋄ Inicialización:

|𝜋1⟩ = |00⟩ ⊗ |0⟩ ⊗ |0⟩ = |00⟩ ⊗ (
1

√2
|𝑢0⟩ + 1

√2
|𝑢1⟩) ⊗ |0⟩

= (
1

√2
|00⟩ ⊗ |𝑢0⟩ + 1

√2
|00⟩ ⊗ |𝑢1⟩) |0⟩ .

⋄ Aplicamos el algoritmo de estimación de fase:

|𝜋2⟩ = (
1

√2
|01⟩ ⊗ |𝑢0⟩ + 1

√2
|10⟩ ⊗ |𝑢1⟩) ⊗ |0⟩ .

⋄ Rotación del cúbit auxiliar. Tal y como hemos visto en el algoritmo, los coeficientes

asociados a |0⟩ y |1⟩ después de la rotación en el cúbit auxiliar son √1 − 𝐶2/ ̃𝜆2
𝑗 y

𝐶/ ̃𝜆𝑗. En particular, 𝐶 ⩽ ̃𝜆𝑗, 𝑗 = 0, 1. Puesto que mín{ ̃𝜆0, ̃𝜆1} = 1, tomamos 𝐶 = 1
(valor que maximiza la probabilidad de obtener el cúbit |1⟩ después de la medición
del cúbit auxiliar). Obtenemos entonces que:

|𝜋3⟩ = 1
√2

|01⟩ ⊗ |𝑢0⟩ ⊗ (0 |0⟩ + 1 |1⟩) + 1
√2

|10⟩ ⊗ |𝑢1⟩ ⊗
(

√3
2 |0⟩ + 1

2 |1⟩
)

.

⋄ Supongamos que al medir el cúbit auxiliar obtenemos el estado |1⟩:

|𝜋4⟩ = (
2

√5
|01⟩ ⊗ |𝑢0⟩ + 1

√5
|10⟩ ⊗ |𝑢1⟩) ⊗ |1⟩ .
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⋄ Aplicamos 𝑈−1
𝑄𝑃𝐸 a los dos primeros registros:

|𝜋5⟩ = (
2

√5
|00⟩ ⊗ |𝑢0⟩ + 1

√5
|00⟩ ⊗ |𝑢1⟩) ⊗ |1⟩

= |00⟩ ⊗ (
2

√5
|𝑢0⟩ + 1

√5
|𝑢1⟩) ⊗ |1⟩

= |00⟩ ⊗ (
2

√5
1

√2
(|0⟩ + |1⟩) + 1

√5
1

√2
(|0⟩ − |1⟩)) ⊗ |1⟩

= |00⟩ ⊗ (
3

√10
|0⟩ + 1

√10
|1⟩) ⊗ |1⟩ = |00⟩ ⊗ |𝑥⟩ ⊗ |1⟩ .

[MM]

Observación 3.10. Es importante destacar que para alcanzar la mejora exponencial que
hemos comentado al comienzo de la sección, es necesario lo siguiente:

⋄ Poder acceder a los elementos de la matriz 𝐴 de forma eficiente a través de una
función (también conocido como oráculo en la literatura).

⋄ La matriz 𝐴 debe ser dispersa o, en su defecto, debe poderse descomponer como
producto de matrices dispersas.

⋄ El condicionamiento de 𝐴, 𝜅, tiene que escalar como polilog(𝑁).

A la vista del ejemplo que hemos presentado, el algoritmo tiene tres características que
dificultan su aplicación práctica:

⋄ La preparación del estado |𝑏⟩. Este es un problema abierto y en el trabajo original
no se desarrolla lo suficiente.

⋄ Extracción de la solución. Puesto que la solución viene dada en un estado cuántico
|𝑥⟩, la extracción de la información del valor de cada una de las componentes es un
problema en sí mismo. Los autores proponen que puede ser empleado para calcular
el valor esperado de cierto operador, pero no proporcionan un procedimiento de
medida para ello.

⋄ El condicionamiento de 𝐴 tiene que escalar a lo sumo polilog(𝑁), lo cual es una
condición muy restrictiva que limita el rango de aplicación del algoritmo.

En [119] se propone unamejora del algoritmo original que intenta dar respuesta a las cues-
tiones anteriores que dificultan la aplicación práctica del algoritmo HHL. Adicionalmente,
proponen la aplicación a un cierto problema relacionado con el electromagnetismo en el
que usan el método de Elementos Finitos para obtener la matriz asociada al problema.
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En un trabajo más reciente [108], los autores mejoran el algoritmo de HHL en lo que
respecta al orden de complejidad empleando una técnica general para implementar cual-
quier operador con una representación adecuada en series de Fourier o Chebyshev. Esto
último les permite eludir el algoritmo de estimación de fase.

3.4 Algoritmo de Shor

El algoritmo de Shor es uno de los principales algoritmos en computación cuánti-
ca [369]. El propósito último del algoritmo de Shor es encontrar la descomposición en
factores primos de un número entero. Teóricamente, mejora sustancialmente el tiempo
de cálculo con respecto almejor algoritmo clásico conocido, al ser el orden de complejidad

𝑂 ((log𝑁)2(log log𝑁)(log log log𝑁)) ,

mientras que la complejidad del mejor algoritmo clásico conocido es

𝑂 (𝑒(log𝑁)1/3(log log𝑁)2/3

) .

Esto supone una ventaja sustancial a la hora de factorizar números grandes. Lamentable-
mente, el número de cúbits necesarios para factorizar números grandes está lejos de la
capacidad de los ordenadores cuánticos actuales.

El algoritmo de Shor consta de una parte clásica (que se realiza en un ordenador con-
vencional) y de una parte cuántica. Será, logicamente, en la parte cuántica en donde se
ponga de manifiesto la ventaja con respecto a los algoritmos clásicos. Comencemos es-
tableciendo algunos resultados y definiciones básicas que nos ayudarán a la hora de des-
cribir el algoritmo.

Teorema3.11 (Teoremade la factorizaciónúnica). Dado un número entero𝑁 no negativo,
existe una única factorización de 𝑁 como producto de potencias de números primos:

𝑁 = 𝑝𝛼1
1 𝑝𝛼2

2 ⋯ 𝑝𝛼𝑘
𝑘 =

𝑘

∏
𝑖=1

𝑝𝛼𝑖
𝑖 .

Al problema de encontrar la factorización anterior se le suele denotar por PFP (por sus siglas
en inglés).

Definición 3.12 (Orden multiplicativo). Dado un número entero 𝑁 ∈ (1, ∞) ∩ ℤ y 𝑥 ∈
(1, 𝑁) ∩ ℤ tal que mcd(𝑥, 𝑁) = 1, diremos que 𝑟 ∈ (0, ∞) ∩ ℤ es el orden multiplicativo
de 𝑥 módulo 𝑁, y lo denotaremos por 𝑂𝑁(𝑥), si

𝑂𝑁(𝑥) = mín {𝑟 ∈ (0, ∞) ∩ ℤ ∶ 𝑥𝑟 ≡ 1mod𝑁} .

Teorema 3.13 (Representación de un número racional como una fracción continua).
Todo número racional positivo 𝜉 se puede expresar de la siguiente forma:

𝜉 = [𝑎0; 𝑎1, … , 𝑎𝐾],
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donde 𝑎0 es un número entero no negativo, 𝑎1, … , 𝑎𝐾 son enteros positivos y [𝑎0; 𝑎1, … , 𝑎𝐾]
representa la siguiente fracción continua:

[𝑎0; 𝑎1, … , 𝑎𝐾] ∶= 𝑎0 + 1

𝑎1 + 1

𝑎2 + 1

𝑎3 + 1

… + 1
𝑎𝐾

.

Observación 3.14. (ver [276, Section 7]) Dado un número racional positivo 𝜉, podemos cal-
cular los elementos de la fracción continua asociada [𝑎0; 𝑎1, … , 𝑎𝐾] mediante la siguiente
relación de recurrencia, que siempre finaliza si 𝜉 es racional:

{𝑎0 =⌊𝜉⌋,
𝜉0 =𝜉 − 𝑎0. Si 𝜉𝑛 ≠ 0 ∶

⎧{{
⎨{{⎩

𝑎𝑛+1 = ⌊
1
𝜉𝑛 ⌋ ,

𝜉𝑛+1 = 1
𝜉𝑛

− 𝑎𝑛+1.
(3.6)

Llamaremos a cada elemento 𝜉𝑘 = [𝑎0; 𝑎1, … , 𝑎𝑘], con 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝐾 convergente 𝑘-ésimo.
Se tendrá además que cada uno de los convergentes 𝑘-ésimos se puede expresar como
𝜉𝑘 = 𝑝𝑘/𝑞𝑘, donde 𝑝𝑘 y 𝑞𝑘 son dos números enteros tales que mcd(𝑝𝑘, 𝑞𝑘) = 1. Dichos
elementos 𝑝𝑘 y 𝑞𝑘 se obtienen mediante la siguiente relación de recurrencia

𝑝0 =𝑎0,
𝑞0 =1,
𝑝1 =𝑎1𝑎0 + 1,
𝑞1 =𝑎1,

⋮
𝑝𝑛 =𝑎𝑛𝑝𝑛−1 + 𝑝𝑛−2,
𝑞𝑛 =𝑎𝑛𝑞𝑛−1 + 𝑞𝑛−2.

(3.7)

Pasamos entonces a describir el algoritmo de Shor para obtener la factorización de un
número entero 𝑁 > 1.

⋄ Paso 1. Parte clásica del algoritmo de Shor.

⨳ Paso 1.1. Seleccionamos un número entero aleatorio 𝑥 tal que 1 < 𝑥 < 𝑁.

⨳ Paso 1.2. Calculamos 𝑑 = mcd(𝑥, 𝑁). Si 𝑑 > 1, ya hemos encontrado un factor
de 𝑁 (la probabilidad de que esto ocurra es pequeña para números grandes).
En caso contrario (𝑑 = 1), pasamos a la parte cuántica.

⋄ Paso2. Parte cuántica del algoritmo de Shor. Consiste en obtener un estado cuántico
a partir del cual podemos obtener el valor de 𝑟 = 𝑂𝑁(𝑥). Denotemos dicho estado

cuántico por |𝑤̃⟩𝑡, donde 𝑤̃ ∈ {0, … , 2𝑡 − 1}, siendo 𝑡 = 2 ⌈log2(𝑁)⌉.
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⋄ Paso 3. Parte clásica del algoritmo de Shor.

⨳ Paso 3.1. Extraemos información del valor de 𝑟 a partir del estado cuántico
obtenido en el Paso 2. Para ello, supuesto 𝑤̃ es distinto de cero (en el caso
de que 𝑤̃ = 0 ejecutamos de nuevo la parte cuántica del algoritmo de Shor),
definimos 𝜉 ∶= 𝑤̃/2𝑡. Ahora, para 𝑘 = 1, calculamos 𝑝𝑘 y 𝑞𝑘 empleando las
fórmulas de recurrencia (3.6)-(3.7). Si 𝑥𝑞𝑘 ≡ 1 mod 𝑁, entonces 𝑟 = 𝑞𝑘. En caso
contrario, pasamos a 𝑘 = 𝑘 + 1. Si terminamos con los posibles valores de 𝑘 y
no obtenemos ningún resultado, volvemos a lanzar la parte cuántica.

⨳ Paso 3.2. Comprobamos si 𝑟 es par y, en el caso de que sea así, comprobamos si
𝑥𝑟/2 + 1 ≢ 0mod𝑁. Si alguna de las dos condiciones falla, volvemos al Paso 1.

⨳ Paso 3.3. Calculamos
𝑑1 =mcd(𝑥𝑟/2 + 1, 𝑁),
𝑑2 =mcd(𝑥𝑟/2 − 1, 𝑁).

Como 2|𝑟 y 𝑥𝑟/2 + 1 ≢ 0mod𝑁, se tiene que:

𝑥𝑟 − 1 = (𝑥𝑟/2 + 1) (𝑥𝑟/2 − 1) ≡ 0mod𝑁,

de donde deducimos que 𝑑1 y 𝑑2 son factores no triviales de 𝑁 (que es precisa-
mente el propósito del algoritmo).

Algoritmo 3.15 (Parte cuántica del algoritmo de Shor). Dado un número entero 𝑁 ∈
(1, ∞) ∩ ℤ y un elemento 𝑥 ∈ (1, 𝑁) ∩ ℤ, consideramos el siguiente algoritmo cuántico:

|0⟩⊗𝑡

|0⟩⊗𝑛

𝐻⊗𝑡

𝑀𝑥,𝑁

𝑄𝐹𝑇−1

|𝜋1⟩ |𝜋2⟩ |𝜋3⟩ |𝜋4⟩ |𝜋5⟩ |𝜋6⟩

Fig. 3.8. Parte cuántica del algoritmo de Shor.

Analicemos a continuación cada una de las fases en las que hemos dividido el algoritmo
anterior.

⋄ Cálculo de |𝜋1⟩. Dado 𝑛 = ⌈log2(𝑁)⌉ y 𝑡 = 2𝑛 tenemos que |𝜋1⟩ = |0⟩⊗𝑡 ⊗ |0⟩⊗𝑛
.

⋄ Cálculo de |𝜋2⟩. Aplicamos la puerta deHadamard a cada uno de los cúbits del primer
registro:

|𝜋2⟩ = (𝐻⊗𝑡 |0⟩⊗𝑡
) ⊗ |0⟩⊗𝑛 = 1

√2𝑡

2𝑡−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩𝑡 ⊗ |0⟩⊗𝑛 = 1
√2𝑡

2𝑡−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩𝑡 ⊗ |0⟩𝑛 .
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⋄ Cálculo de |𝜋3⟩. Definamos el siguiente operador unitario:

𝑀𝑥,𝑁 ∶ |𝑗⟩𝑡 ⊗ |𝑘⟩𝑛 → 𝑀𝑥,𝑁 (|𝑗⟩𝑡 ⊗ |𝑘⟩𝑛) ∶= |𝑗⟩𝑡 ⊗ |𝑘 + 𝑥𝑗 mod𝑁⟩𝑛 .

Se tendrá entonces que

|𝜋3⟩ = 1
√2𝑡

2𝑡−1

∑
𝑗=0

𝑀𝑥,𝑁 (|𝑗⟩𝑡 ⊗ |0⟩𝑛) = 1
√2𝑡

2𝑡−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩𝑡 ⊗ |𝑥𝑗 mod𝑁⟩𝑛 .

Veamos como queda el estado |𝜋3⟩ en el caso particular de considerar 𝑁 = 3. En
este caso, 𝑛 = 2 y 𝑡 = 4. Tomando 𝑥 = 2,

|𝜋3⟩ = 1
√24 ( |0⟩4 ⊗ |1⟩2 + |1⟩4 ⊗ |2⟩2 + |2⟩4 ⊗ |1⟩2 + |3⟩2 ⊗ |2⟩2 + |4⟩4 ⊗ |1⟩2

+ |5⟩4 ⊗ |2⟩2 + |6⟩4 ⊗ |1⟩2 + |7⟩4 ⊗ |2⟩2 + |8⟩4 ⊗ |1⟩2 + |9⟩4 ⊗ |2⟩2
+ |10⟩4 ⊗ |1⟩2 + |11⟩4 ⊗ |2⟩2 + |12⟩4 ⊗ |1⟩2 + |13⟩4 ⊗ |2⟩2 + |14⟩4 ⊗ |1⟩2

+ |15⟩4 ⊗ |2⟩2 ),

observamos la siguiente periodicidad:

|𝜋3⟩ = 1
√24

[(|0⟩4 + |2⟩4 + |4⟩4 + |6⟩4 + |8⟩4 + |10⟩4 + |12⟩4 + |14⟩4) ⊗ |1⟩

+ (|1⟩4 + |3⟩4 + |5⟩4 + |7⟩4 + |9⟩4 + |11⟩4 + |13⟩4 + |15⟩4) ⊗ |2⟩2] .

Por lo tanto, detallar de forma precisa el resultado de la medición del segundo re-
gistro, requiere expresar de forma conveniente la periodicidad que se observa en el
ejemplo anterior. En este caso, es posible expresarla de forma simple puesto que
𝑟 = 𝑂5(2) = 2 que, en particular es una potencia de 2. En efecto,

|𝜋3⟩ = 1
√24

2−1

∑
𝑏=0

⎛
⎜
⎜
⎝

24
2 −1

∑
𝑎=0

|𝑎 ⋅ 2 + 𝑏⟩4

⎞
⎟
⎟
⎠

⊗ |𝑥𝑏 mod 3⟩2 .

Con el fin de simplificar la descripción del algoritmo, supondremos que 𝑟 es una
potencia de 2 (en el ejemplo veremos que ocurre si esto no es así). En este caso,

|𝜋3⟩ = 1
√2𝑡

𝑟−1

∑
𝑏=0

⎛
⎜
⎜
⎝

2𝑡
𝑟 −1

∑
𝑎=0

|𝑎𝑟 + 𝑏⟩𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠

⊗ |𝑥𝑏 mod 𝑁⟩𝑛 ,

donde los elementos |𝑥𝑏 mod 𝑁⟩𝑛, con 𝑏 = 0, … , 𝑟 − 1, son todos distintos entre

si, no aparecen elementos repetidos.
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⋄ Cálculo de |𝜋4⟩. Supongamos que al medir el segundo registro obtenemos el estado

|𝑥𝑏0 mod 𝑁⟩𝑛 para algún valor 𝑏0 ∈ {0, … , 𝑟 − 1}. Se tendrá entonces que:

|𝜋4⟩ = √ 𝑟
2𝑡

⎛
⎜
⎜
⎝

2𝑡
𝑟 −1

∑
𝑎=0

|𝑎𝑟 + 𝑏0⟩𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠

⊗ |𝑥𝑏0 mod 𝑁⟩𝑛 .

Puesto que el resto de operaciones las haremos con el primer registro y con la fi-
nalidad de aligerar la notación, a partir de este momento no tendremos en cuenta
el segundo registro en la descripción del algoritmo. Por lo tanto, consideraremos la
siguiente notación:

|𝜋4⟩ = √ 𝑟
2𝑡

2𝑡
𝑟 −1

∑
𝑎=0

|𝑎𝑟 + 𝑏0⟩𝑡 .

⋄ Cálculo de |𝜋5⟩. Tenemos que aplicar la Transformada de Fourier Cuántica Inversa:

|𝜋5⟩ =𝑈𝑄𝐹𝑇−1 |𝜋4⟩ = √ 𝑟
2𝑡

2𝑡
𝑟 −1

∑
𝑎=0

𝑈𝑄𝐹𝑇−1 |𝑎𝑟 + 𝑏0⟩𝑡

=√ 𝑟
2𝑡

2𝑡
𝑟 −1

∑
𝑎=0 (

1
√2𝑡

2𝑡−1

∑
𝑗=0

exp (−2𝜋𝑖𝑗(𝑎𝑟 + 𝑏0)/2𝑡) |𝑗⟩𝑡)

= 1
√𝑟

⎛
⎜
⎜
⎝

2𝑡−1

∑
𝑗=0

⎡
⎢
⎢
⎣

𝑟
2𝑡

2𝑡
𝑟 −1

∑
𝑎=0

exp(−2𝜋𝑖𝑗𝑎
2𝑡
𝑟 )

⎤
⎥
⎥
⎦
exp (−2𝜋𝑖𝑗𝑏0/2𝑡) |𝑗⟩𝑡

⎞
⎟
⎟
⎠

.

Ahora bien, denotemos por 𝑀 = 2𝑡/𝑟 y analicemos el término que está entre cor-
chetes:

1
𝑀

𝑀−1

∑
𝑎=0

exp(−2𝜋𝑖𝑗𝑎
𝑀 ) = 1

𝑀
𝑀−1

∑
𝑎=0

exp(−2𝜋𝑖𝑗
𝑀 )

𝑎

. (3.8)

Observamos que:

⨳ Si 𝑗 es un múltiplo de 𝑀, entonces, exp (−2𝜋𝑖𝑗/𝑀) = 1, ∀ 𝑎 ∈ {0, … , 𝑀 − 1},
de donde se deduce que la suma (3.8) es igual a 1.

⨳ Si 𝑗 no es múltiplo de 𝑀, entonces podemos calcular el valor de la suma (3.8)
empleando la técnica estándar y obtenemos:

1 − exp (−2𝜋𝑖𝑗)
1 − exp (−2𝜋𝑖𝑗/𝑀) = 0.

Teniendo en cuenta lo anterior,

|𝜋4⟩ = 1
√𝑟

𝑟−1

∑
𝑘=0

exp (−2𝜋𝑖𝑘𝑏0/𝑟) |
𝑘2𝑡

𝑟 ⟩
𝑡
.
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⋄ Cálculo de |𝜋6⟩. Se tendrá que tras la medición del estado |𝜋4⟩ obtenemos el estado

|𝜋6⟩ = |
𝑘02𝑡

𝑟 ⟩
𝑡
,

para algún valor de 𝑘0 ∈ {0, … , 𝑟 − 1} (obsérvese que las probabilidades asociadas
a cada uno de los estados básicos que aparecen son las mismas, no ocurre lo mismo
en el caso en el que 𝑟 no sea una potencia de 2). Si 𝑤̃ ∶= 𝑘02𝑡/𝑟 = 0, no tenemos
información sobre 𝑟 y debemos repetir el algoritmo cuántico. Si 𝑤̃ ≠ 0, podemos
extraer cierta información sobre 𝑟 del estado que obtenemos tras la medición.

Ejemplo 3.16 (Aplicación del algoritmo de Shor para factorizar 𝑁 = 21 = 7 · 3). Segui-
mos los pasos que hemos indicado en el algoritmo:

⋄ Paso 1. Parte clásica del algoritmo de Shor.

⨳ Paso 1.1. Seleccionamos un número entero aleatorio 𝑥 tal que 1 < 𝑥 < 𝑁.
Por ejemplo, consideremos 𝑥 = 2 (𝑂21(2) = 6, que es un número par, además,
𝑥3 + 1 mod 21 = 9 por lo que el algoritmo de Shor debería funcionar).

⨳ Paso 1.2. Calculamos 𝑑 = mcd(2, 21) = 1. Pasamos a la parte cuántica del
algoritmo.

⋄ Paso 2. Parte cuántica del algoritmo de Shor.

⨳ Cálculo de |𝜋1⟩. En este caso, 𝑛 = 5, por lo tanto, 𝑡 = 10 y, entonces,

|𝜋1⟩ = |0⟩⊗10 ⊗ |0⟩⊗5 = |0⟩10 ⊗ |0⟩5 .

⨳ Cálculo de |𝜋2⟩:

|𝜋2⟩ = 1
√210

210−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩10 ⊗ |0⟩5 .

⨳ Cálculo de |𝜋3⟩:

|𝜋3⟩ = 1
√210

210−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩10 ⊗ |2𝑗 mod 21⟩5

=(|0⟩10 ⊗ |1⟩5 + |1⟩10 ⊗ |2⟩5 + |2⟩10 ⊗ |4⟩5 + |3⟩10 ⊗ |8⟩5 + |4⟩10 ⊗ |16⟩5
+ |5⟩10 ⊗ |11⟩5 + |6⟩10 ⊗ |1⟩5 + |7⟩10 ⊗ |2⟩5 + |8⟩10 ⊗ |4⟩5 + |9⟩10 ⊗ |8⟩5

+ |10⟩10 ⊗ |16⟩5 + |11⟩10 ⊗ |11⟩5 + ⋯)/√210.
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Reagrupando términos:

|𝜋3⟩ =((|0⟩10 + |6⟩10 + … + |1020⟩10) ⊗ |1⟩5
+ (|1⟩10 + |7⟩10 + … + |1021⟩10) ⊗ |2⟩5
+ (|2⟩10 + |8⟩10 + … + |1022⟩10) ⊗ |4⟩5
+ (|3⟩10 + |9⟩10 + … + |1023⟩10) ⊗ |8⟩5
+ (|4⟩10 + |10⟩10 + … + |1018⟩10) ⊗ |16⟩5

+ (|5⟩10 + |11⟩10 + … + |1019⟩10) ⊗ |11⟩5)/(√210)

= 1
√210 (

170

∑
𝑎=0

|6𝑎 + 0⟩10 ⊗ |1⟩5 +
170

∑
𝑎=0

|6𝑎 + 1⟩10 ⊗ |2⟩5

+
170

∑
𝑎=0

|6𝑎 + 2⟩10 ⊗ |4⟩5 +
170

∑
𝑎=0

|6𝑎 + 3⟩10 ⊗ |8⟩5

+
169

∑
𝑎=0

|6𝑎 + 4⟩10 ⊗ |16⟩5 +
169

∑
𝑎=0

|6𝑎 + 5⟩10 ⊗ |11⟩5 ).

Observamos los dos últimos términos tienen menos elementos en la suma. Re-
cordemos que, en el caso en el que 𝑟 fuese una potencia de 2, todas las sumas
tendrían el mismo número de términos.

⨳ Cálculo de |𝜋4⟩. Observamos que el estado básico asociado al segundo regis-
tro puede tomar valores en el conjunto {1, 2, 4, 8, 16, 11}. Supongamos que al
medir el segundo registro obtenemos el estado |8⟩5. En este caso:

|𝜋4⟩ = 1
√171

(|3⟩10 + |9⟩10 + … + |1023⟩10) ⊗ |10⟩5

= 1
√171

170

∑
𝑎=0

|6𝑎 + 3⟩10 ⊗ |8⟩5 .

Tal y como comentábamos en la descripción del algoritmo, no tendremos en
cuenta el segundo registro por simplicidad en la notación:

|𝜋4⟩ = 1
√171

170

∑
𝑎=0

|6𝑎 + 3⟩10 .

⨳ Cálculo de |𝜋5⟩:

|𝜋5⟩ = 1
√171

170

∑
𝑎=0 (

1
√210

210−1

∑
𝑘=0

exp(−2𝜋𝑖(6𝑎 + 3)𝑘
210 ) |𝑘⟩10)

= 1
√210

210−1

∑
𝑘=0

(
1

√171

170

∑
𝑎=0

exp(−2𝜋𝑖6𝑎𝑘
210 )) exp(−2𝜋𝑖 3𝑘

210 ) |𝑘⟩10 .
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⨳ Cálculo de |𝜋6⟩. Dado un elemento 𝑘 ∈ {0, … , 210 − 1}, denotemos por 𝛼𝑘 a la
amplitud del estado básico |𝑘⟩10:

𝛼𝑘 = 1
√171 ⋅ 210 (

170

∑
𝑎=0

exp(−2𝜋𝑖6𝑎𝑘
210 )) exp(−2𝜋𝑖 3𝑘

210 ) .

Se tendrá entonces que la probabilidad de obtener el estado |𝑘⟩10 tras la me-
dición es

|𝛼𝑘|2 = 1
171 ⋅ 210 |

170

∑
𝑎=0

exp(−2𝜋𝑖6𝑎𝑘
210 )|

2

.

Si representamos gráficamente la distribución de probabilidades obtenemos la
Figura 3.9. Supongamos entonces que medimos el estado básico más probable

Fig. 3.9. Distribución de probabilidad.

distinto de |0⟩10. En este caso, será el estado |512⟩10. Por lo tanto, 𝑤̃ = 512.

⋄ Paso 3.

⨳ Paso 3.1. Definimos 𝜉 = 512/1024 y lo expresamos como una fracción continua:

𝜉 = 0 + 1
2 = [0; 2].

El primer y único convergente es 1/2, se tiene que 22 mod 21 = 4, por lo que
debemos repetir la parte cuántica.

Supongamos que volvemos a repetir la parte cuántica y recuperamos el segun-
do pico 𝑤̃ = 171. En este caso 𝜉 = 171/1024. Si lo expresamos como fracción
continua:

𝜉 = 0 + 1

6 + 1

−21 + 1
−2

.
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El primer convergente es 1/6, además, 26 mod 21 = 1. Tenemos entonces que
𝑟 = 6.

⨳ Paso 3.2. Puesto que 𝑟 es par, lo único que tenemos que comprobar es si 𝑥𝑟/2 +
1 ≢ 0 mod 21. Se tendrá que 𝑥3 +1 mod 21 = 9, por lo que podemos continuar.

⨳ Paso 3.3. Calculamos:

𝑑1 =mcd(𝑥𝑟/2 + 1, 𝑁) = 3,
𝑑2 =mcd(𝑥𝑟/2 − 1, 𝑁) = 7.

Tenemos que 𝑑1 = 3 y 𝑑2 = 7 son factores no triviales de 𝑁 = 21. De hecho,
𝑁 = 𝑑1 ⋅ 𝑑2.

[MM]

3.5 Algoritmo de Grover

El algoritmo de Grover (ver [191–193]) se emplea para encontrar un elemento con una
determinada propiedad en una base de datos sin estructura de 𝑁 = 2𝑛 elementos. Se
asienta sobre dos hipótesis fundamentales: la primera es que existe tal elemento y la
segunda es que es único. Los algoritmos clásicos de búsqueda, en el peor de los casos,
tendrán que comprobar todos los elementos de la base de datos, por lo que el orden
de complejidad es 𝑂(2𝑛). En el caso del algoritmo de Grover el orden de complejidad se

reduce a 𝑂(√2𝑛) lo cual supone una mejora con respecto a los algoritmos clásicos.

Algoritmo 3.17 (Algoritmo de Grover). Supongamos que tenemos una base de datos de
𝑁 = 2𝑛 elementos sin estructura cuyos elementos están numerados de 0 a 2𝑛−1. Dentro de
la base de datos existe un elemento único identificado con el índice 𝑗0 ∈ {0, … , 2𝑛 − 1} tal
que:

𝑓 ∶ 𝑗 ∈ {0, … , 2𝑛 − 1} ⟶ 𝑓(𝑗) = {1, 𝑗 = 𝑗0,
0, 𝑗 ≠ 𝑗0.

Se trata de encontrar el ínidice 𝑗0 que cumple la propiedad anterior. Para ello, se emplea el
algoritmo de la Figura 3.10.

|0⟩⊗𝑛 ⋯

|1⟩ ⋯
𝐻⊗(𝑛+1) 𝑂𝑓

Γ𝑛
𝑂𝑓

Γ𝑛

|𝜋1⟩ |𝜋2⟩ |𝜋3⟩ |𝜋4⟩ |𝜋5⟩ |𝜋6⟩

Fig. 3.10. Algoritmo de Grover.
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Analicemos cada una de las fases de dicho algoritmo:

⋄ Cálculo de |𝜋1⟩.

|𝜋1⟩ =𝐻⊗(𝑛+1)
(|0⟩⊗𝑛 ⊗ |1⟩) = (𝐻⊗𝑛 |0⟩⊗𝑛

) ⊗ (𝐻 |1⟩)

=
(

1
√2𝑛

2𝑛−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩𝑛)
⊗ (

1
√2

|0⟩ − 1
√2

|1⟩) =
(

1
√2𝑛

2𝑛−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩𝑛)
⊗ |−⟩ .

⋄ Cálculo de |𝜋2⟩. Aplicamos la siguiente transformación unitaria:

𝑂𝑓 ∶ |𝑗⟩𝑛 ⊗ |𝑘⟩ ⟶ 𝑂𝑓 (|𝑗⟩𝑛 ⊗ |𝑘⟩) = |𝑗⟩𝑛 ⊗ |𝑘 ⊕ 𝑓(𝑗)⟩ .

Para ello, introduzcamos los siguientes estados:

|𝜌⟩ = 1
√2𝑛 − 1

2𝑛−1

∑
𝑗=0, 𝑗≠𝑗0

|𝑗⟩𝑛 |𝛾⟩ = 1
√2𝑛

2𝑛−1

∑
𝑗=0

|𝑗⟩𝑛 .

Se tendrá que

|𝛾⟩ =
√2𝑛 − 1

√2𝑛
|𝜌⟩ + 1

√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛 .

En particular,
|𝜋1⟩ = |𝛾⟩ ⊗ |−⟩ ,

por lo tanto,

|𝜋2⟩ =𝑂𝑓 (|𝛾⟩ ⊗ |−⟩) = 𝑂𝑓 ((
√2𝑛 − 1

√2𝑛
|𝜌⟩ + 1

√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛)
⊗ |−⟩

)

=𝑂𝑓 (
√2𝑛 − 1

√2𝑛
|𝜌⟩ ⊗ |−⟩

)
+ 𝑂𝑓 (

1
√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛 ⊗ |−⟩) .

Ahora bien, por un lado,

𝑂𝑓 (
√2𝑛 − 1

√2𝑛
|𝜌⟩ ⊗ |−⟩

)
=

√2𝑛 − 1
√2𝑛

|𝜌⟩ ⊗ |−⟩ ,

por otro lado,

𝑂𝑓 (
1

√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛 ⊗ |−⟩) = 1
√2𝑛 (𝑂𝑓 (

1
√2

|𝑗0⟩𝑛 ⊗ |0⟩ − 1
√2

|𝑗0⟩𝑛 ⊗ |1⟩))

= 1
√2𝑛 (

1
√2

|𝑗0⟩𝑛 ⊗ |1⟩ − 1
√2

|𝑗0⟩𝑛 ⊗ |0⟩)

= − 1
√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛 ⊗ |−⟩ .
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Teniendo en cuenta lo anterior,

|𝜋2⟩ =
√2𝑛 − 1

√2𝑛
|𝜌⟩ ⊗ |−⟩ − 1

√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛 ⊗ |−⟩ .

⋄ Cálculo de |𝜋3⟩. Aplicamos la transformación unitaria Γ𝑛 ⊗ 𝐼, donde Γ𝑛 = 2 |𝛾⟩ ⟨𝛾| −
𝐼⊗𝑛:

|𝜋3⟩ =
((2 |𝛾⟩ ⟨𝛾| − 𝐼⊗𝑛) (

√2𝑛 − 1
√2𝑛

|𝜌⟩ − 1
√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛))

⊗ |−⟩

=
(

2√2𝑛 − 1
√2𝑛

|𝛾⟩ ⟨𝛾|𝜌⟩ − 2
√2𝑛

|𝛾⟩ ⟨𝛾|𝑗0⟩10 −
√2𝑛 − 1

√2𝑛
|𝜌⟩ + 1

√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛)
⊗ |−⟩ .

Ahora bien,

⟨𝛾|𝜌⟩ =
(

√2𝑛 − 1
√2𝑛

⟨𝜌| + 1
√2𝑛

⟨𝑗0|𝑛)
|𝜌⟩ =

√2𝑛 − 1
√2𝑛

,

⟨𝛾|𝑗0⟩10 =
(

√2𝑛 − 1
√2𝑛

⟨𝜌| + 1
√2𝑛

⟨𝑗0|𝑛) |𝑗0⟩𝑛 = 1
√2𝑛

,

de donde,

|𝜋3⟩ =
(

2𝑛−1 − 1
2𝑛−2 |𝛾⟩ −

√2𝑛 − 1
√2𝑛

|𝜌⟩ + 1
√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛)

⊗ |−⟩

=
(

√2𝑛 − 1
√2𝑛 (

2𝑛−2 − 1
2𝑛−2 ) |𝜌⟩ + 1

√2𝑛 (
3 ⋅ 2𝑛−2 − 1

2𝑛−2 ) |𝑗0⟩𝑛)
⊗ |−⟩ .

Observamos que la probabilidad de medir el término |𝑗0⟩𝑛 en el primer registro,

(
1

√2𝑛 (3 − 1
2𝑛−2 ))

2

⩾ (
2

√2𝑛 )

2

= 4
2𝑛 ,

es cuatro veces superior a la probabilidad de medir el término |𝑗0⟩𝑛 en el primer

registro de |𝜋1⟩ (recordemos que dicha probabilidad es 1/2𝑛).

Observación 3.18. Al operador Γ𝑛 se le suele llamar operador de difusión de Grover y
admite la siguiente representación Γ𝑛 = (𝐻⊗𝑛)(2 |0⟩𝑛 ⟨0|𝑛 − 𝐼⊗𝑛)(𝐻⊗𝑛). En las refe-
rencias bibliográficas suele denotarse por 𝐺 = (Γ𝑛 ⊗ 𝐼)(𝑂𝑓) al operador de Grover.
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⋄ Cálculo de |𝜋4⟩. Con la finalidad de maximizar la probabilidad de medir el estado

|𝑗0⟩ en el primer registro, se aplica la puerta de Grover 𝐺 de forma reiterada. Se

requiere un número 𝑚 ≃ 𝑂(√2𝑛) de iteraciones de 𝐺 para maximizar la probabilidad
de obtener el estado |𝑗0⟩𝑛 (ver [91, Theorem 4.6.1]).

Veamos como, efectivamente, aumenta la probabilidad de medir el estado |𝑗0⟩ en el

primer registro si volvemos a aplicar la puerta deGrover a |𝜋3⟩. Para ello, denotemos
por:

𝛼0 =1,
𝛽0 =1,

𝛼1 = (
2𝑛−2 − 1

2𝑛−2 ) = (1 − 2
2𝑛−1 ) = (𝛼0 − 𝛼0 + 𝛽0

2𝑛−1 ) ,

𝛽1 = (
3 ⋅ 2𝑛−2 − 1

2𝑛−2 ) = (3 − 2
2𝑛−1 ) = (𝛼0 + (𝛼0 + 𝛽0) (1 − 1

2𝑛−1 )) ,

de esta forma,

|𝜋3⟩ =
(

𝛼1
√2𝑛 − 1

√2𝑛
|𝜌⟩ + 𝛽1

1
√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛)

⊗ |−⟩ .

Si aplicamos el operador 𝑂𝑓:

|𝜋′
3⟩ =

(
𝛼1

√2𝑛 − 1
√2𝑛

|𝜌⟩ − 𝛽1
1

√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛)
⊗ |−⟩ .

Ahora, aplicamos el operador Γ𝑛 ⊗ 𝐼 para obtener |𝜋4⟩:

|𝜋4⟩ =
((2 |𝛾⟩ ⟨𝛾| − 𝐼⊗𝑛) (

𝛼1
√2𝑛 − 1

√2𝑛
|𝜌⟩ − 𝛽1

1
√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛))

⊗ |−⟩

=
(

𝛼1
2√2𝑛 − 1

√2𝑛
|𝛾⟩ ⟨𝛾|𝜌⟩ − 𝛽1

2
√2𝑛

|𝛾⟩ ⟨𝛾|𝑗0⟩10 − 𝛼1
√2𝑛 − 1

√2𝑛
|𝜌⟩ + 𝛽1

1
√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛)

⊗ |−⟩

=
((

𝛼12𝑛 − (𝛼1 + 𝛽1)
2𝑛−1 ) |𝛾⟩ − 𝛼1

√2𝑛 − 1
√2𝑛

|𝜌⟩ + 𝛽1
1

√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛)
⊗ |−⟩ .

Realizando una serie de simplificaciones,

|𝜋4⟩ =
((𝛼1 − 𝛼1 + 𝛽1

2𝑛−1 )
√2𝑛 − 1

√2𝑛
|𝜌⟩

+ (𝛼1 + (𝛽1 + 𝛽1) (1 − 𝛼1 + 𝛽1
2𝑛−1 ))

1
√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛) ⊗ |−⟩ .
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Definiendo

𝛼2 = (𝛼1 − 𝛼1 + 𝛽1
2𝑛−1 ) , 𝛽2 = (𝛼1 + (𝛼1 + 𝛽1) (1 − 1

2𝑛−1 )) ,

tenemos que

|𝜋4⟩ =
(

𝛼2
√2𝑛 − 1

√2𝑛
|𝜌⟩ + 𝛽2

1
√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛)

⊗ |−⟩

y podemos volver a aplicar la relación de recurrencia para aplicar la puerta deGrover.

⋄ Cálculo de |𝜋5⟩. Empleando la relación de recurrencia que hemos visto en el punto
anterior:

|𝜋5⟩ =
(

𝛼𝑀
√2𝑛 − 1

√2𝑛
|𝜌⟩ + 𝛽𝑀

1
√2𝑛 |𝑗0⟩𝑛)

⊗ |−⟩ ,

donde 𝑀 = 𝑂(√2𝑛).

⋄ Cálculo |𝜋6⟩. Depués de realizar la medición sobre el primer registro, obtenemos el

estado |𝑗0⟩𝑛 ⊗ |−⟩ con una probabilidad de 𝛽2
𝑀/2𝑛.

Ejemplo 3.19. Estudiemos la evolución de la probabilidad de obtener el estado |𝑗0⟩𝑛 ⊗|−⟩
para varios valores de 𝑛. Para ello, aplicaremos la puerta de Grover 𝑀𝑛 = ⌈√2𝑛⌉+2 veces.

⋄ Para 𝑛 = 2, obtenemos la gráfica de la Figura 3.11. Se alcanza el máximo en 𝑛 = 2,

Fig. 3.11. Distribución de probabilidad para 𝑛 = 2.

que se corresponde con √22.

⋄ Para 𝑛 = 4, obtenemos la gráfica de la Figura 3.12. Se alcanza el máximo en 𝑛 = 4,
que se corresponde con √24.
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Fig. 3.12. Distribución de probabilidad para 𝑛 = 4.

Fig. 3.13. Distribución de probabilidad para 𝑛 = 16.

⋄ Para 𝑛 = 16, obtenemos la gráfica de la Figura 3.13. En este caso, el máximo se
alcanza en 𝑛 = 202 con una probabilidad de 9.999882596461646𝑒 − 01. El valor en
donde se alcanza el máximo es inferior a √216 = 256.

A la vista del último resultado presentado, puede resultar interesante mostrar gráfica-
mente la evolución de la posición de la probabilidad máxima en función de 𝑛 (número de
cúbits del primer registro). Obtendremos la gráfica de la Figura 3.14. Aunque el número

de iteraciones hasta alcanzar el máximo está por debajo de √2𝑛 a partir de un cierto 𝑛,
el comportamiento de la posición en la que se alcanza el máximo es 𝑂(√2𝑛). De hecho, si
representamos gráficamente el cociente entre la iteración máxima y √2𝑛, obtenemos la
gráfica de la Figura 3.15. A la vista de los resultados numéricos observamos que la posi-
ción en la que se alcanza la probabilidad máxima para valores de 𝑛 superiores a un cierto

umbral (pongamos 16 cúbits) es, aproximadamente, 7.853982𝑒 − 01 ⋅ √2𝑛. Por lo tanto,
desde un punto de vista práctico, paramaximizar la probabilidad de encontrar el elemento

buscado, debemos repetir 7.853982𝑒 − 01 ⋅ √2𝑛 veces la puerta de Grover. [MM]
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Fig. 3.14. Iteración en la que se alcanza el máximo frente a la función √2𝑛.

Fig. 3.15. Cociente entre la posición en la que se alcanza la probabilidad máxima y la

función √2𝑛.

3.6 El enfoque cuántico para problemas de optimización

Supongamos que queremos resolver un problema de tipo QUBO (Quadratic Uncons-
trained Binary Optimization):

Dado 𝑄 ∈ M𝑝×𝑝(ℝ), hallar un vector 𝑥⃗ ∈ {0, 1}𝑝 que minimiza 𝑥⃗𝑡𝑄𝑥⃗.

Es un problema de optimización combinatoria: en el peor de los casos, podemos ob-
tener la solución comparando el resultado para las 2𝑝 combinaciones binarias posibles
de 𝑥⃗. La solución puede escribirse como un vector (equivalentemente, una cadena) de 𝑝
bits, ceros y unos. Por ejemplo, imaginemos que la cadena 100 es la solución buscada a

un problema QUBO con 𝑝 = 3. Atendiendo a la Notación 1.10, escribiríamos 𝑗 = 100 como
vector solución.

Esta notación “compacta” es la usada en computación clásica, donde el estado de un
registro de 𝑝 bits es determinista. En este contexto, sólo necesitamos 𝑝2 coeficientes para
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definir el problema, esto es, los coeficientes de 𝑄. En una formulación cuántica, el estado
de un registro es una combinación compleja unitaria de estados básicos (es decir, de varios

vectores 𝑗 como el anterior) y el módulo de los coeficientes de dicha combinación es la
probabilidad de que dicho estado sea observado. Por eso, el problema cuántico pasa a

estar definido en el espacio (ℂ2)
⊗ 𝑝

de dimensión 2𝑝 y debemos trabajar con vectores

|𝑗⟩, de dicha dimensión.

3.6.1 El hamiltoniano de un sistema cuántico

Para entender cómo el problema compacto de dimensión 𝑝 se puede describir en el
espacio de Hilbert de dimensión 2𝑝, debemos introducir la ecuación de Schrödinger,

𝑖ℏ 𝜕
𝜕𝑡 |𝜓⟩ (𝑡) = 𝐻 |𝜓⟩ (𝑡),

donde |𝜓⟩ es la función de onda que describe el estado cuántico del sistema, ℏ la cons-
tante de Plank reducida, y 𝐻 es el hamiltoniano, un operador autoadjunto que describe la
energía del sistema. Si 𝐻 es independiente del tiempo, entonces,

|𝜓⟩ (𝑡) = exp(− 𝑖
ℏ𝑡𝐻) |𝜓⟩ (0)

y, como 𝐻 es autoadjunto, el operador exp(− 𝑖
ℏ𝑡𝐻) es unitario. Otra consecuancia de la

ecuación de Schrödinger es que, partiendo de un estado |𝜓0⟩ dado, es posible obtener otro
estado |𝜓1⟩ evolucionando un sistema con el hamiltoniano adecuado. Esta característica
es explotada en la computación cuántica adiabática.

Antes de ver cómo traducir un problema QUBO de 𝑝 bits a un sistema cuántico con
hamiltoniano conocido, debemos remarcar que dicho hamiltoniano tendrá tamaño 2𝑝 ×2𝑝.
Por tanto, en la práctica, no tendremos acceso a todas los coeficientes del hamiltoniano
(no se almacena𝐻), sino que se realizará el cálculo de la energía del sistema para cualquier
estado |𝜓⟩. Como veremos, es posible evaluar términos del tipo exp(𝑖𝐻) |𝜓⟩ como una
multiplicación de matrices unitarias, expresables en términos de puertas cuánticas.

En resumen, traducir un problema de optimización combinatoria de dimensión 𝑝 al for-
malismo cuántico implica obtener un hamiltoniano de tamaño 2𝑝 × 2𝑝. Y no directamente,
sino conociendo su evaluación sobre estados |𝜓⟩ en términos de una multiplicación de
matrices unitarias que puedan describirse como concatenación de puertas cuánticas. Esto
abre varias incógnitas que describiremos a continuación.

En principio, el pasar a dimensión 2𝑝 no parece tanto una ventaja (el problema original
es de hecho de dimensión 𝑝) como una necesidad derivada de la incertidumbre asociada
a un sistema cuántico. Además, no hay una forma única de usar el formalismo cuántico:

⋄ Podemos usar el mundo cuántico sólo para almacenar el problema en sí, permitien-
do evaluar el sistema cuántico que luego será usado por un algoritmo clásico de
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optimización.

⋄ A mayores de almacenar el problema, podemos usar algoritmo descrito mediante
puertas cuánticas que realice el proceso de optimización.

En el primer caso, el uso de la computación cuántica sólo parece competitiva respecto
de la computación clásica si el almacenamiento cuántico se revela más ventajoso que
el equivalente clásico. En el segundo, se debe analizar además la ventaja del algoritmo
de optimización. Los casos que veremos en esta sección se encuadran en el primer caso
(QAOA y VQE). El algoritmo QPE, estudiado previamente, se encuadra en el segundo.

Relacionado con evaluar la ventaja del almacenamiento cuántico, el buscar un método
para describir de forma óptima el hamiltoniano en términos de multiplicación de matri-
ces unitarias, es un problema en sí mismo, encuadrado en el problema de la simulación
cuántica, tratado en la Sección 9.9.

3.6.2 El modelo Ising

El modelo Ising es un modelo de ferromagnetismo de la mecánica estadística. El mo-
delo se describe en términos de variables discretas que representan el spin atómico de
partículas colocadas en una malla, que interaccionan entre sí. El problema consiste en es-
tudiar la evolución del sistema cuántico, lo que requiere definir su hamiltonaniano para,
por ejemplo, calcular su estado demínima energía. En concreto, consideremos un conjunto
de 𝑝 partículas colocadas en los vértices 𝑉 de un grafo, con aristas 𝐸. La 𝑗-ésima partícu-
la posee un spin, 𝑠𝑗 ∈ {−1, 1}, siendo 𝑠 = (𝑠𝑗)𝑗∈𝑉 la configuración de spin. La energía del
sistema es

𝐻 |𝑠⟩ = − ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐸

𝐽𝑖𝑗 𝑠𝑖 𝑠𝑗 − ∑
𝑗∈𝑉

ℎ𝑗 𝑠𝑗,

donde (ℎ𝑗)𝑗∈𝑉 es un campo magnético externo actuando sobre el grafo y (𝐽𝑖𝑗)(𝑖,𝑗)∈𝐸 se
relaciona con la interacción entre partículas. Obsérvese que un problema QUBO se puede
traducir a Ising con el cambio de variable

𝑥𝑗 =
1 − 𝑠𝑗

2 .

En el caso de 𝑝 partículas, dada una configuración de spin, 𝑠 ∈ {−1, 1}𝑝, podemos

considerar el estado base de 𝑝 cúbits asociado, |𝑠⟩ ∈ (ℂ2)
⊗ 𝑝

. La energía del estado |𝑠⟩
se obtiene operando con el hamiltoniano. En el caso del modelo Ising, es posible describir
dicho hamiltoniano en función de matrices unitarias (ver [401]), del siguiente modo:

𝐻 |𝑠⟩ = − ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐸

𝐽𝑖𝑗

𝑝

⨂
𝑘=1

𝑀𝑘
𝑖𝑗, − ∑

𝑗∈𝑉
ℎ𝑗

𝑝

⨂
𝑘=1

𝑀𝑘
𝑗 ,
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donde

𝑀𝑘
𝑖𝑗 = { 𝜎𝑧 si 𝑘 = 𝑖 ó 𝑘 = 𝑗,

𝐼 en otro caso
y 𝑀𝑘

𝑗 = { 𝜎𝑧 si 𝑘 = 𝑗,
𝐼 en otro caso.

En la expresión anterior, 𝜎𝑧 es la matriz de Pauli 𝑍 e 𝐼 es la matriz identidad 2 × 2.
El efecto del hamiltoniano queda así descrito como una suma de matrices unitarias.

De hecho, todo hamiltoniano con interacciones locales puede escribirse de este modo.
Por último, la fórmula de Trotter-Suzuki [115] permitirá aproximar la suma anterior por
multiplicación de matrices unitarias, abriendo así el camino a su implementación como
circuito cuántico:

e
𝑖𝑡 ∑𝑗 𝐻𝑗 = lím𝑚→∞ (∏

𝑗
e

𝑖𝐻𝑗/𝑚

)

𝑚

.

3.6.3 Computación cuántica adiabática

Está basada en el teorema adiabático, de Born y Fock, que establece que si un sistema
cuántico se modifica de forma “suficientemente” gradual, entonces el nivel de energía no
cambia. Más concretamente, si pretendemos calcular el estado de mínima energía de un
hamiltoniano 𝐻 y conocemos el estado de mínima energía |𝜓0⟩ de otro hamiltoniano 𝐻0,
podemos definir el nuevo hamiltoniano evolutivo en tiempo,

𝐻(𝑡) = (1 − 𝑡/𝑇)𝐻0 + 𝑡/𝑇𝐻, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇.

Si 𝑇 es suficientemente grande y partimos de |𝜓0⟩, entonces el estado que observare-
mos para 𝑡 = 𝑇 será el buscado. El tamaño de 𝑇 es inversamente proporcional al espacio
(gap) existente entre los dos estados de menor energía del hamiltoniano [165]. Este re-
sultado es la base de las máquinas cuánticas adiabáticas. Actualmente disponemos de
un subtipo de las anteriores denominado Quantum Annealer [286], como las máquinas
diseñadas por D-Wave.

3.6.4 Algoritmo QAOA

Este algoritmo parte de la idea del algoritmo cuántico adiabático de dejar evolucionar
el hamiltoniano. En este caso, se cambia el tiempo por un parámetro 𝛼. Por analogía con

la solución de un hamiltoniano estacionario, la solución de e(1−𝛼)𝐻0+𝛼𝐻 se puede describir
de forma análoga a la fórmula de Trotter a través de una multiplicación de exponenciales
[272]. En concreto, se parte de un estado inicial |𝜓0⟩, superposición de todos los estados
base. Se toma como 𝐻0 un hamiltoniano que aplica a cada dimensión una puerta X de
Pauli y, en 𝑝 pasos, se multiplica por las exponenciales que dependen de los parámetros

𝛽 = (𝛽𝑘), 𝛾 = (𝛾𝑘), para obtener un nuevo estado:
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|𝜓⟩𝛽𝛾 =
( ∏

𝑘∈{𝑝,𝑝−1,…,1}
e−𝑖𝛽𝑘 𝐻0e−𝑖𝛾𝑘 𝐻

) |𝜓0⟩ .

Estasmultiplicaciones permiten transformar la fase en probabilidad, persiguiendo que
el estado buscado sea más probable. Para encontrar los valores óptimos de los paráme-
tros:

(𝛽∗, 𝛾∗) = argmax
(𝛽,𝛾)

⟨𝜓|𝛽𝛾 𝐻 |𝜓⟩𝛽𝛾 ,

se utiliza un algoritmo de optimización clásico, ejecutado en una máquina clásica. De este
modo, la máquina cuántica se utiliza únicamente para almacenar el problema. Los mé-
todos de descenso de gradiente pueden combinarse con pasos de recocido simulado o
estrategias que involucren comenzar desde múltiples puntos iniciales [292].

3.6.5 Algoritmo VQE

Este algoritmo permite calcular el autovector asociado al menor autovalor 𝐸0 del ha-
miltoniano. La idea principal tras el método es el llamado principio variacional:

⟨𝜓| 𝐻 |𝜓⟩ ⩾ 𝐸0 ⟨𝜓|𝜓⟩ , para todo estado |𝜓⟩ .

Para buscar el estado queminimiza la energía, se propone una representación parame-

trizada del estado (o ansatz) que permita recorrer un subespacio de (ℂ2)
⊗ 𝑛

. La elección
de este ansatz es fundamental para la convergencia del método.

El algoritmo VQE admite representaciones parametrizadas que no pueden ser simu-
lados de forma eficiente en un ordenador clásico, lo que podría suponer una ventaja de
la computación cuántica. En [325] se mostró un caso con escalado polinómico en el ta-
maño del registro en cúbits. Además, se debe escoger un optimizador apropiado ya que
este tendrá un impacto directo en la convergencia del método, sobre todo porque las me-
diciones en una máquina cuántica son de facto estocásticas, por lo que para obtener la
esperanza de un operador es necesario repetir las mediciones hasta alcanzar el nivel de
precisión deseado [389].

4 Computación clásica y computación cuántica

En este apartado hablaremos de la relación que existe entre la computación clásica y
la cuántica desde varios puntos de vista de modo que podamos compararlas.
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4.1 Clases de complejidad

Empezaremos hablando de la complejidad de los problemas, es decir, del tiempo o es-
pacio (memoria) que requiere su resolución. Hay que destacar que la complejidad está en
realidad asociada a los algoritmos de resolución que se utilizan para resolver los proble-
mas, pero se sospecha que existen problemas genuinamente más difíciles, es decir, que
todo algoritmo que los resuelva requiere muchos recursos.

4.1.1 Complejidad clásica

La complejidad computacional es un campo de la informática que se ocupa de anali-
zar y clasificar la eficiencia de los algoritmos y problemas en términos de los recursos
computacionales que requieren. Su objetivo es comprender cómo crecen los requisitos
de tiempo y espacio de los algoritmos a medida que aumenta el tamaño de los datos de
entrada.

La clase de complejidad computacional P (tiempo polinómico) consiste en problemas
de decisión que pueden resolverse en tiempo polinómico en unamáquina de Turing deter-
minista (el modelo básico de computación). Estos son problemas para los que existe un
algoritmo que puede proporcionar una solución en un tiempo que es una función polinó-
mica del tamaño de la entrada.

Una máquina de Turing no determinista (NDTM) es un modelo de computación que ex-
tiende el concepto de una máquina de Turing determinista al poder estar en varios esta-
dos simultáneamente y explorar múltiples rutas de cálculo en paralelo.

Si un problema está en la clase NP (tiempo polinómico no determinista), significa que
la solución al problema se puede verificar en tiempo polinómico o, equivalentemente, que
una máquina de Turing no determinista puede obtener la solución en tiempo polinómico.

La relación entre NP y P se desconoce a día de hoy. Específicamente, no se sabe si los
problemas NP-completos, que son un subconjunto de NP, se pueden resolver en tiempo
polinómico (es decir, si P = NP).

Un problema pernetence a a clase NP-completo (tiempo polinómico no determinista
completo) si es un problema de NP al cual cualquier otro problema de NP se puede reducir
en tiempo polinómico.

La clase NP-difícil (tiempo polinómico no determinista difícil) se refiere a aquellos pro-
blemas de decisión 𝐿 tales que cada problema en NP puede reducirse a 𝐿 en tiempo po-
linómico. La distinción clave entre los problemas NP-difícil y NP-completos es que mien-
tras que los problemas NP-completos son un subconjunto de los problemas NP-difícil y
pertenecen a NP en sí mismos, los problemas NP-difícil no necesariamente pertenecen a
NP.

La clase de complejidad co-NP contiene problemas de decisión para los cuales se puede
verificar en tiempo polinómico que una solución propuesta es incorrecta o no es válida.
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La clase PSPACE representa aquellos problemas de decisión que se pueden resolver
usando una cantidad de memoria polinómica en el tamaño de la entrada en una máquina
de Turing determinista. Es la contraparte de la clase de complejidad temporal P pero se
centra en el uso del espacio o la memoria en lugar del tiempo. En general suele haber
una compensación entre la complejidad temporal y la complejidad espacial. Cuanto más
eficiente con relación al espacio es un algoritmo, tanto menos lo es temporalmente y
viceversa.

La clase de complejidad #P es una clase de problemas de conteo. A diferencia de los
problemas de decisión, que buscan una respuesta binaria (sí o no), los problemas en #P
requieron determinar el número exacto de soluciones válidas o rutas posibles dentro de
una instancia de problema. #P es una subclase de la clase de complejidad PSPACE.

La clase de complejidad BPP, que significa “Bounded Error Probabilistic Polynomial
time”, es una clase que captura problemas que pueden resolverse en tiempo polinómi-
co con cierta probabilidad de error. Para un problema de decisión en BPP, debe haber dos
probabilidades asociadas con él: la probabilidad de que el algoritmo genere sí cuando la
respuesta correcta es de hecho sí debe ser mayor que 1/2+𝜀, donde 𝜀 es alguna constan-
te positiva y la probabilidad de que el algoritmo genere no cuando la respuesta correcta
es no también debe ser mayor que 1/2 + 𝜀. En otras palabras, a los algoritmos BPP se les
permite cometer errores con una probabilidad de comomáximo 1/2+𝜀 para cada entrada
posible, pero deben ser más propensos a producir la respuesta correcta.

4.1.2 Complejidad cuántica

En el caso de los ordenadores cuánticos, tenemos que lidiar con un nuevo paradigma
de computación que requiere nuevas clases de complejidad.

La clase de complejidad BQP, que significa “Bounded Error Quantum Polynomial time”,
es el análogo cuántico de la clase de complejidad clásica BPP. En BQP el algoritmo debe
ejecutarse en tiempo polinómico con respecto al tamaño de la entrada y se le permite
tener una probabilidad de error acotada, similar a la probabilidad de error permitida en
la clase BPP. Esto significa que, para un problema en BQP, el ordenador debe proporcionar
la respuesta correcta con alta probabilidad (por ejemplo, mayor de 2/3 de probabilidad
de ser correcta) cuando se le da una entrada específica. Un problema es BQP-completo si
puede ser resuelto por un ordenador cuántico en tiempo polinómico, y cualquier problema
BQP puede reducirse a este problema.

La clase de complejidad Quantum-Merlin-Arthur, QMA, captura problemas de decisión
para los cuales un ordenador cuántico puede verificar soluciones de un problema de deci-
sión con alta probabilidad. Este proceso de verificación puede implicar la ejecución de un
algoritmo cuántico para comprobar si un estado cuántico (que representa una solución)
satisface ciertas propiedades. Se requiere que el proceso de verificación se ejecute en
tiempo polinómico con respecto al tamaño de la entrada. Además, para que un problema
esté en QMA, debe existir un testigo cuántico, esto es, un estado cuántico que, cuando
se proporciona como entrada al verificador cuántico, convence al verificador de la correc-
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ción de la solución con alta probabilidad. En otras palabras, si la respuesta al problema de
decisión es sí, debería existir un estado cuántico que, cuando sea comprobado por el ve-
rificador cuántico, tenga una alta probabilidad de ser aceptado como una solución válida.
Al igual que BQP, QMA permite una probabilidad acotada de error. El proceso de verifica-
ción debe aceptar soluciones válidas con alta probabilidad, típicamente mayor que 2/3, y
rechazar soluciones no válidas con alta probabilidad.

QMA es un análogo cuántico de la clase de complejidad clásica MA (Merlin-Arthur),
que implica la verificación probabilística por un probador (Merlin) para convencer a un
verificador (Arthur) de que existe una solución.

La clase de complejidad de un cúbit limpio (DQC1) consiste en los problemas de decisión
que pueden ser resueltos en tiempo polinómico por una máquina de cúbits limpios (con
estados puros) con una probabilidad de corrección de al menos 2/3 [371]. En este modelo
se presenta un estado cuántico inicial que consiste en un solo cúbit en el estado puro cero
y 𝑛 cúbits en el estado máximo mezclado. Se puede aplicar cualquier circuito cuántico de
tamaño polinómico y luego medir el primer cúbit en la base computacional, así como
repetir el experimento una cantidad de veces polinómica en la entrada.

4.2 La ventaja cuántica

“
There are two kinds of quantum advantages. The

theoretical one, i.e. the possibility that in an idealized
world a perfect quantum computer could perform

parametrically better than a classical one for a given
task. And the practical one, i.e. the possibility that an

actual device does something useful faster than a
classical machine.

”E.M. Stoudenmire and Xavier Waintal

Grover's Algorithm Offers No Quantum Advantage (2023).

La ventaja cuántica, también conocida como supremacía cuántica, es posiblemente uno
de los temas más contenciosos dentro de la computación cuántica, por razones que en-
seguida serán evidentes.

La ventaja cuántica puede entenderse, de manera informal, como la capacidad de un
ordenador cuántico para resolver un problema determinado que un ordenador clásico no
puede resolver o para la resolución del cual requeriría un tiempo inasumible. La vaguedad
de esta noción intuitiva lleva a que no exista un acuerdo en qué requisitos debe satisfacer
un algoritmo u ordenador cuántico para poder afirmar que existe una ventaja cuántica.
Elegir aplicar el concepto ventaja cuántica a un algoritmo o a un ordenador cuántico con-
lleva una distinción importante. Los algoritmos son abstracciones matemáticas, libres de
las ataduras del mundo real, mientras que los ordenadores cuánticos son objetos físicos
cuya viabilidad depende tanto de la facultad de conceptualizarlos como de la capacidad
para construirlos. En esta disyuntiva vamos a optar de forma conservadora por un criterio
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estricto: para que haya ventaja cuántica debe existir

1. un ordenador cuántico

2. que resuelva un problema (de entrada a salida)

3. que un ordenador clásico no puede resolver en un tiempo razonable.

Que exista o no un tiempo razonable depende esencialmente de que haya una diferencia
entre la complejidad de los algoritmos en cuestión entre el ordenador clásico y el cuán-
tico. De este modo, tomando una entrada suficientemente grande, si la complejidad del
algoritmo cuántico es mejor que la del clásico, el ordenador cuántico podrá resolver el
problema mientras que el clásico no.

Obtener las complejidades de los algoritmos es, contraintuitivamente, el requisito
más sencillo de verificar. El problema no reside tanto en obtener la complejidad del al-
goritmo cuántico, sino en demostrar que no puede existir algoritmo clásico que la iguale.
Existen cotas inferiores para la complejidad de ciertos algoritmos clásicos sencillos (por
ejemplo, el ordenamiento de listas), pero en general no se conocen dichas cotas. Con esto,
muchas declaraciones de supremacía cuántica se basan en comparar los algoritmos cuán-
ticos con los mejores algoritmos clásicos conocidos. Esto es relevante ya que, a medida
que se han descrito algoritmos cuánticos mejores, también han aparecido algoritmos clá-
sicos nuevos que limitan la ventaja de estos [7], fenómeno que se conoce como descuan-
tización [128]. En general, determinar si la ventaja que presenta un algoritmo cuántico
frente al mejor algoritmo clásico conocido se deriva de la naturaleza cuántica del algorit-
mo o meramente del ingenio del mismo (y por tanto puede obtenerse una versión clásica
de éste) es un problema crucial al que los investigadores deben enfrentarse a cada paso
y que pone en competición directa a la computación clásica y la cuántica. El resultado de
esta competición en netamente positivo ya que conlleva mejoras en ambos campos.

Indicar que el problema debe ser resuelto de entrada a salida, también es crucial. Mu-
chos algoritmos cuánticos usan oráculos, esto es, cajas negras formales que dada una
entrada devuelven la salida deseada de forma inmediata y sin limitaciones técnicas. El
uso de estos oráculos puede ocultar la verdadera complejidad del problema. De poco sir-
ve un algoritmo cuántico que, para un problema dado, tiene una complejidad mejor que
la clásica en una parte del mismo si en otra, la del oráculo, no la tiene. Determinar si el
oráculo es clásico o no también tiene ramificaciones. Existen situaciones en las cuales si el
oráculo se puede simular de forma clásica de manera sencilla, no es necesario un ordena-
dor cuántico, mientras que si requiere un ordenador cuántico, la implementación cuántica
es inviable [380].

Esto nos lleva al último punto: un ordenador cuántico capaz de resolver el problema
debe poder construirse. Los ordenadores clásicos dejan de ser competitivos para proble-
mas de alta complejidad cuando las entradas son muy grandes, pero cualquier ordenador
cuántico que pretenda resolver el mismo problema debe ser capaz de gestionar dichas
entradas. Para muchos algoritmos cuánticos, esto no solo supone la inclusión de un gran
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número de cúbits, sino la interconexión de dichos cubits, lo cual, más allá de las limitacio-
nes tecnológicas actuales, no es escalable. A la hora de diseñar algoritmos cuánticos exis-
te el riesgo de convertir la complejidad temporal del problema en complejidad espacial
(complejidad del circuito físico, tanto por número de componentes como por conexiones),
de modo que se obtiene un algoritmo que en teoría es mucho mejor que el clásico, pero
que nunca se podría implementar. Esta relación inversa entre la complejidad temporal
y espacial es bien conocida [242, 291], pero los problemas de la complejidad espacial no
terminan ahí. Los ordenadores cuánticos, más allá de que trabajen con frecuencia con al-
goritmos probabilísticos (algoritmos que presentan una cierta incertidumbre en los resul-
tados), están sujetos a errores físicos (ruido) y decohorencia (pérdida de las propiedades
cuánticas). Este problema es mucho más acuciante que en la computación clásica dada la
fragilidad de los estados cuánticos y este tipo de errores crece a medida que lo hace la
complejidad física. Un algoritmo cuántico complejo requiere también mantener el estado
cuántico durante el tiempo suficiente para hacer los cálculos y este estado puede decaer
mucho antes, lo que imposibilita realizar el cálculo. Desde los inicios de la computación
cuántica hasta la actualidad se ha dedicado mucho esfuerzo a desarrollar mecanismos de
corrección de errores y algoritmos resistentes a los errores [34,51,186,376]. Teniendo en
cuenta estas dificultades, es previsible que para que un algoritmo cuántico sea útil en la
práctica, el problema a resolver deberá contar con una cantidad reducida de datos y una
aceleración exponencial frente a los algoritmos clásicos [211].

El término “supremacía cuántica” ha caído paulatinamente en desuso a favor del más
moderado “ventaja cuántica” a medida que las expectativas puestas inicialmente sobre
la computación cuántica se han ido demostrando excesivas. Es un término que sin em-
bargo se ha utilizado mucho en el sector industrial de la computación cuántica (e.g. [32]).
La implementación real de la computación cuántica supone una inversión extraordinaria
por parte de las empresas interesadas, que requiere, por tanto, la obtención de un pro-
ducto extraordinario. Si bien los hitos conseguidos hasta la fecha son ciertamente pasos
de gigante, hay que ser conscientes de los intereses subyacentes a las declaraciones de
supremacía cuántica.

Toda esta discusión nos lleva a una última pregunta que se esconde en el corazón de
todo aquel que se dedica o quiera dedicarse a investigar en computación cuántica: ¿merece
la pena?

Creemos que la respuesta es sí. Incluso aunque la promesa cuántica no llegase a ma-
terializarse, el mero hecho de investigar sobre ella ya ha dado frutos que de sobra com-
pensan el esfuerzo. A nivel tecnológico ha supuesto un impulso a tecnologías cruciales
para otros sectores, como los superconductores o la refrigeración a muy bajas tempe-
raturas, a nivel físico a supuesto la constación de los principios de la mecánica cuántica,
área que aún a día de hoy no entendemos del todo, y a nivel matemático y algorítmico
ha generado una ola de algoritmos clásicos inspirados en algoritmos cuánticos que nos
permitirán dar un nuevo empuje a la computación en una época en la que la deceleración
de la ley de Moore (los procesadores están llegando a su límite físico de tamaño debido,
precisamente, a la mecánica cuántica) ha hecho que la eficiencia en el cálculo cobre más
importancia que nunca.
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Somos conscientes de que muchas de estas preocupaciones no son relevantes para
muchosmatemáticos (tenemos el privilegio de poder alejarnos del mundo real) pero tam-
bién creemos que no se cumplirán los peores pronósticos. En la siguiente sección detalla-
mos como creemos que será la computación cuántica en la práctica en un futuro cercano
y su papel en el desarrollo de la ciencia, las matemáticas y la sociedad.

4.3 El futuro de la computación cuántica

La discusión relativa a la ventaja cuántica anterior adolece de un problema de pers-
pectiva. Equivale a preguntar ¿qué es más útil para comer, un tenedor o un cuchillo? La
respuesta obvia es que son dos instrumentos distintos para distintos fines y que los me-
jores resultados se obtienen al usarlos conjuntamente. Lo mismo puede decirse de la
computación clásica y la cuántica.

Creemos que un paradigma realista del futuro amedio plazo incluirá una ventaja cuán-
tica efectiva, esto es, existirán tareas concretas para las cuales los ordenadores cuánticos
serán la mejor opción en ese momento dado. Previsiblemente, estas tareas tendrán rela-
ción con la optimización de funciones y la resolución de problemas combinatorios ya que
la computación cuántica, por su naturaleza, es especialmente propicia para este tipo de
tareas.

Del mismo modo que, en la actualidad, muchos centros de investigación cuentan con
superordenadores conectados en línea que se utilizan para realizar subrutinas que admi-
ten un cálculo en paralelo eficiente dentro de un algoritmo más complejo, es previsible
que los mismos centros cuenten con ordenadores cuánticos accesibles en línea para rea-
lizar cálculos concretos. Estos ordenadores cuánticos no sustituirán a los superordena-
dores clásicos, sino que se convertirán en una herramienta más de la computación.

A nivel industrial, es esperable que se ofrezcan servicios de computación cuántica en
línea para la realización de cálculos cuánticos (empresas como por ejemplo IBM, Google,
Amazon, Microsoft, D-Wave o Riggeti ya los ofrecen) en centros de computación cuántica
y análisis de datos especializados. Estos cálculos seguramente serán “breves” para evitar
errores y con varias llamadas a lo largo de un algoritmo clásico que coordinará el trabajo.

También es previsible la creación de QPUs (procesadores cuánticos) “analógicos” que
permitan resolver problemas de optimización relativos a la química, a la física y a la biolo-
gía. Estos procesadores serían creados ad hoc para resolver el problema en cuestión usan-
do la naturaleza cuántica del problema como ventaja (esto es, usar ordenadores cuánticos
para simular procesos cuánticos).

Menos probable es la distribución de QPUs comerciales para uso domestico o en pe-
queñas instalaciones ya que, hasta la fecha, no se ha encontrado una forma de mantener
los estados cuánticos sin un delicado y costoso equipamiento no apto para el uso do-
méstico. Es posible que esa situación cambie a largo plazo, con algún avance que permita
dar el salto que los semiconductores ofrecieron a la computación clásica, pero cualquier
argumento en esa dirección resultaría puramente especulativo.
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4.4 El papel de la investigaciónmatemática en la computación cuán-

tica

Queda entonces por determinar cual es o debe ser el papel de la comunidad mate-
mática en el campo de la computación cuántica. En España los esfuerzos relativos a la
computación cuántica están coordinados a través de la red Quantum Spain1 de la cual el
Centro de Supercomputación de Galicia (CESGA) forma parte. Esta red tiene, entre otros
objetivos, crear un computador cuántico de altas prestaciones y un servicio de acceso re-
moto en la nube al procesador con la finalidad de permitir a la industria y al sector público
experimentar con los nuevos algoritmos cuánticos y desarrollar librerías de algoritmos
cuánticos útiles, aplicables a problemas reales, para usuarios finales tanto de empresas
como de entidades públicas.

Es en este último apartado donde la comunidad matemática más puede aportar. Ya
existen grupos de investigación trabajando en este ámbito, como por ejemplo, el grupo
QUANTIC2 en el Centro Nacional de Supercomputación (BSC-CNS) en Barcelona, el grupo
de QUANTIA3 de la Universidad de Zaragoza, el proyecto Basque Quantum4 de la Funda-
ción Basca para la Ciencia (Ikerbasque) o el EHU Quantum Center5 de la Universidad del
País Vasco (UPV/EHU), entre otros, además de investigadores de todo tipo de organismos
de investigación como pueden ser el ICREA en Cataluña, la Universidad del País Vasco
(UPV/EHU), el BCAM en el País Vasco o el CESGA en Galicia, entre otros.

Pese al número creciente de grupos de investigación a nivel estatal dedicados a la
computación cuántica, la participación de los matemáticos resulta a veces limitada, más
aún en Galicia, donde no hay equipos de investigación de matemáticos dedicados a la
computación cuántica o que cuenten con la computación cuántica como una de sus líneas
de investigación, aunque hay que destacar, como parte de la Facultad de Informática de A
Coruña, el Laboratorio de Investigación y Desarrollo en Inteligencia Artificial (LIDIA) que
tiene la computación cuántica entre sus líneas de trabajo.

La investigación matemática resulta clave a la hora de avanzar en la computación
cuántica, ya que es la única forma de conocer las limitaciones y posibilidades de la compu-
tación cuántica antes de realizar la inversión necesaria en tecnología para implementar
los algoritmos y, una vez hecha esta, resulta fundamental a la hora de entender el funcio-
namiento de los ordenadores cuánticos en relación a su arquitectura y para la elaboración
de algoritmos cuánticos adaptados a la máquina en cuestión.

El CESGA contará dentro de poco con un ordenador cuántico dentro de su centro para
la computación cuántica como parte del Polo de Tecnologías Cuánticas de Galicia. Esto
supone una oportunidad crucial para que los matemáticos podamos acceder a la tecno-

1https://quantumspain-project.es/.
2https://www.bsc.es/discover-bsc/organisation/scientific-structure/quantic.
3https://quantumspain-project.es/ia-cuantica-para-aplicaciones-cientificas-e

-industriales/.
4https://www.ikerbasque.net/es/noticias/presentacion-del-proyecto-basque-qua

ntum.
5https://www.ehu.eus/es/web/quantum-center.
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logía con la que poder comprobar los frutos de nuestra investigación en computación
cuántica.
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Parte II

Algoritmos y líneas de investigación
actuales en computación cuántica

En esta segunda parte comentaremos la bibliografía que se puede consultar (mono-
grafías básicas y revisiones bibliográficas especializadas) y los recursos disponibles para
informarse, investigar y usar la computación cuántica. También ofreceremos una lista de
problemas y algoritmos, descritos brevemente, con abundantes referencias bibliográficas
referentes al estado del arte y, en su caso, los problemas abiertos y tendencias. Incluimos
también un resumen de las posibles aplicaciones a la industria y casos de uso de la compu-
tación cuántica. Finalmente ponemos el foco sobre el caso de España, sus instituciones
en materia de computación cuántica, sus recursos y sus proyectos abiertos.

5 Introducción

5.1 Bibliografía y recursos

La investigación en computación cuántica en lo referente a algoritmos y resolución de
problemasmatemáticos ha crecido exponencialmente en las dos últimas décadas. A pesar
de ser un campo incipiente, se cuenta ya con una gran número demonografías y revisiones.
Estos documentos sirven la necesidad fundamental de ir estableciendo un camino sólido
sobre el cual formar a los nuevos investigadores y reflexionar sobre los retos que quedan
por abordar, pero, debido a la enorme velocidad del desarrollo del campo, a menudo se
quedan parcialmente anticuadas con el paso un unos pocos años.

En cualquier caso, el lector interesado puede consultar, entre otras, el artículo de ini-
ciación a la computación cuántica [306] y las monografías [117,144,210,266] para acceder
a una breve introducción a los algoritmos cuánticos y sus aplicaciones. Con respecto a los
estudios técnicos y revisiones bibliográficas, se pueden consultar [170, 183, 196, 297, 304,
313,319,345,375] y, en lo relativo a aquellos centrados en aplicaciones concretas, señala-
mos las siguientes en las áreas de álgebra [101, 135], búsqueda cuántica [185], comproba-
ción cuántica de propiedades [300], machine learning [30, 149, 150, 152, 177, 262,288,438],
algoritmos variacionales [92], caminatas cuánticas [228,393], finanzas [15,75,155,188,209,
305,320], complejidad [9,392] e imágenes [87,402,424,425].

Hay que destacar también la cada vez mayor prominencia de los recursos electrónicos
y en línea a la hora de investigar en computación cuántica. Contamos, por una parte, con
los repositorios tradicionales como puede ser arXiv, en particular el Computing Research
Repository1 (CoRR) especializado en investigación en computación, donde aparecen publi-

1https://info.arxiv.org/help/cs/index.html.
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cadas la mayoría de versiones preliminares de artículos de investigación en computación
cuántica. Quantum Algorithm Zoo1 es una página web que ofrece un enorme y exhaustivo
catálogo de algoritmos cuánticos así como bibliografía relativa a los mismos y que hemos
usado extensamente para este informe. Quantum Computing Report2 por su parte, ofre-
ce noticias actualizadas, opiniones y otros recursos en línea. Quantum Computing Stack
Exchange3 por su parte es un foro donde se pueden realizar y responder a preguntas rela-
tivas a la computación cuántica a la comunidad. Este puede ser un recurso muy útil para
obtener respuestas rápidas a dudas comunes o consultar detalles específicos que no se
explican de forma habitual en la bibliografía más tradicional.

Algunas páginas web ofrecen la posibilidad de aprender a programar algoritmos cuán-
ticos (por ejemplo, Qiskit Textbook4 de IBM) o presentan lenguajes de programación,
entornos de desarrollo o recursos implementación de estos. Este es el caso de Qiskit5

(IBM), Microsoft Quantum Development Kit6 (Microsoft), Cirq7 (Google), Quantum Compu-
ting Playground8 o Rigetti Forest9.

En la Tabla 5.1 se ofrece una comparativa de diferentes herramientas de software para
la computación cuántica.

Finalmente, para aquellos que deseen acceder al uso de un ordenador cuántico desde
la nube, IBMQuantum10 ofrece la posibilidad de realizar computación cuántica real usando
Qiskit y Google Quantum AI11 con Cirq, entre otros.

5.2 Planteamiento de las líneas de investigación y problemas

Presentaremos las diferentes líneas de investigación de la siguiente manera: plantea-
remos en cada sección un problema o algoritmo clasificado según su área de conocimien-
to. Esta división es, en última instancia, arbitraria, ya que muchos algoritmos y problemas
son relativos a diversas áreas, pero su objetivo es facilitar la localización de las distintas
líneas. También hay que destacar que no existe una correspondencia biyectiva entre pro-
blemas y algoritmos: a menudo un problema se puede resolver usando diferentes algorit-
mos y un algoritmo puede ser usado, tal vez con pequeñas modificaciones, para resolver
varios problemas, lo que a veces dificulta la clasificación y hace que haya referencias cru-
zadas. Cada problema o algoritmo lleva asociadas además unas palabras clave que podrán

1https://quantumalgorithmzoo.org/.
2https://quantumcomputingreport.com/news/.
3https://quantumcomputing.stackexchange.com/.
4https://qiskit.org/learn/.
5https://qiskit.org/.
6https://learn.microsoft.com/en-us/azure/quantum/overview-what-is-qsharp-and

-qdk.
7https://quantumai.google/cirq.
8https://www.quantumplayground.net/#/home.
9https://pyquil-docs.rigetti.com/en/v2.7.2/.
10https://quantum-computing.ibm.com/.
11https://quantumai.google/.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

QuEST 3 3 3 7 7 7 7 7 3 3 3 7 7 7 7 C

Staq 3 3 3 7 7 7 7 7 3 3 3 7 7 7 7 C++

Scaffold /

ScaffCC

3 3 3 7 7 7 7 7 3 7 3 7 3 7 7 Scafford

Qrack 3 3 3 7 7 7 7 7 3 7 3 7 7 7 7 C++

QX Simulator 3 3 3 7 7 7 7 7 3 7 3 7 7 3 7 Quantum

Code

Quantum++ 3 3 3 7 7 7 7 7 3 7 3 7 7 7 7 C++

Quantum

Program-

ming Studio

7 3 3 7 7 7 7 3 7 3 3 7 3 3 3 Javascript

Q++ 3 7 3 7 7 7 7 7 3 3 3 7 3 7 3 C++

Quantum

Circuit

3 7 3 7 7 7 7 7 3 3 3 7 3 7 3 Javascript

Quan-

tum.NET

3 7 3 7 7 7 7 7 3 3 3 7 7 7 7 NET

Cirq 3 3 3 7 7 7 7 7 3 3 3 3 3 3 3 Python

Qiskit 3 3 3 7 7 3 7 7 3 3 3 3 3 3 3 Python

Quantum

Development

Kit (QDK)

3 3 3 7 7 3 7 7 3 3 3 3 3 3 3 Python, Q#

Quantum-

Walk, j1

3 3 3 7 7 3 7 7 3 3 3 3 7 3 3 Julia

Bloch Sphere 3 3 3 7 7 3 3 3 7 3 3 7 3 7 3 Java

Tabla 5.1.Herramientas y tecnologías para sofware cuántico, adaptada de [375, Table 2].

Leyenda: 1 nombre de la herramienta o técnica, 2 biblioteca, 3 caja de herramientas, 4

código abierto, 5 comercial, 6 sofware libre, 7 interfaz de usuario, 8 visualización 3D, 9

soporte para “arrastrar y soltar”, 10 uso de línea de comandos, 11 soporte para puertas

cuánticas, 12 simulación, 13 implementación real, 14 ayuda integrada para algoritmos

cuánticos, 15 temporalización de las puertas y paralelismo, 16 soporte para matrices o

diagramas, 17 lenguaje de programación usado para la herramienta.
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ser buscadas en el índice al final del documento para simplificar su localización. En gene-
ral, se señalará en cursiva el problema concreto que se pretende estudiar. A veces la línea
en cuestión es relativa a una familia de problemas y, en dichos casos, se destacarán a lo
largo del texto. Las descripciones son breves y no buscan entrar en los detalles, para los
cuales el lector dispondrá de una extensa bibliografía. Se busca simplemente dar a cono-
cer la naturaleza del problema a estudiar, el estado del arte al respecto y los problemas
abiertos.

Haremos uso la siguiente tabla de notaciones para la complejidad de los algoritmos:1

Notación Definición Definición con límite

𝑓(𝑛) = 𝑜(𝑔(𝑛)) ∀𝑘 > 0 ∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0 ∶ |𝑓(𝑛)| < 𝑘 𝑔(𝑛) lím𝑛→∞
𝑓(𝑛)
𝑔(𝑛) = 0

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛)) ∃𝑘 > 0 ∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0 ∶ |𝑓(𝑛)| ⩽ 𝑘 𝑔(𝑛) lim sup𝑛→∞
𝑓(𝑛)
𝑔(𝑛) < ∞

𝑓(𝑛) = Θ(𝑔(𝑛)) ∃𝑘1 > 0 ∃𝑘2 > 0 ∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0 ∶
𝑘1 𝑔(𝑛) ⩽ 𝑓(𝑛) ⩽ 𝑘2 𝑔(𝑛)

𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛)) y
𝑓(𝑛) = Ω(𝑔(𝑛))

𝑓 (𝑛) ∼ 𝑔(𝑛) ∀𝜀 > 0 ∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0 ∶ |
𝑓(𝑛)
𝑔(𝑛) − 1| < 𝜀 lím𝑛→∞

𝑓(𝑛)
𝑔(𝑛) = 1

𝑓(𝑛) = Ω(𝑔(𝑛)) ∃𝑘 > 0 ∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0 ∶ 𝑓(𝑛) ⩾ 𝑘 𝑔(𝑛) lim inf𝑛→∞
𝑓(𝑛)
𝑔(𝑛) > 0

𝑓(𝑛) = 𝜔(𝑔(𝑛)) ∀𝑘 > 0 ∃𝑛0 ∀𝑛 > 𝑛0 ∶ 𝑓(𝑛) > 𝑘 𝑔(𝑛) lím𝑛→∞
𝑓(𝑛)
𝑔(𝑛) = ∞

Cuando las notaciones anteriores aparezcan con el símbolo ∼ encima, esto significa
que se están omitiendo factores polilogarítmicos, esto es, factores de la forma log

𝑐 𝑛 con

𝑐 > 1. Existen dos definiciones en uso: algunos autores utilizan 𝑓(𝑛) = 𝑂̃(𝑔(𝑛)) para
indicar 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛) log𝑐 𝑛) mientras que otros quieren decir 𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛) log𝑐 𝑔(𝑛))
(algunos autores usan 𝑂∗ en este caso). Cuando 𝑔(𝑛) es de orden polinómico, i.e. 𝑔(𝑛) =
𝑂(𝑝(𝑛)) para algún polinomio 𝑝, no hay diferencia, pero sí que la hay cuando se trata
de funciones exponenciales. En los algoritmos que plantearemos no será relevante esta
diferencia.

También usaremos ciertas notaciones para tipos particulares de complejidad.

Notación Significado

poli(𝑛) Tiempo polinómico, 𝑂(𝑛𝑟) para 𝑟 ∈ ℕ suficientemente grande.

spoli(𝑛) Tiempo superpolinómico, complejidad estrictamentemayor que
𝑂(𝑛𝑟) para cualquier 𝑟.

polilog(𝑛) Tiempo polilogarítmico, 𝑂(log𝑐 𝑛) con 𝑐 > 1.

1https://en.wikipedia.org/wiki/Big_O_notation#Family_of_Bachmann%E2%80%93Land
au_notations.
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6 Lógica, conjuntos y funciones

6.1 Búsqueda cuántica

Palabras clave: búsqueda, algoritmo de Grover, estimación de amplitud.

Problema: Dada 𝑓 ∶ {1, … , 𝑛} → {0, 1} tal que 𝑓 −1({1}) = {𝑤}, encontrar 𝑤.

Este problema consiste en buscar un elemento particular de una lista de 𝑛 elementos.
Para ello contamos con la función oráculo 𝑓 que determina dicho elemento. El problema
puede resolverse, en el contexto de la computación clásica, con Ω(𝑛) consultas (basta
comprobar todos los valores de 𝑓). Sin embargo, Lov Grover [192] consiguió resolver-
lo con computación cuántica con una complejidad de 𝑂(√𝑛) consultas (ver Sección 3.5)
que resulta ser óptima [50], lo cual demuestra, además, que los algoritmos cuánticos
no tienen por qué poder resolver problemas NP en tiempo polinómico (para ser exactos,
NP∩co–NP no se puede resolver con probabilidad uno con una máquina de Turing cuán-
tica en tiempo 𝑜(2𝑛/3)). Este algoritmo se ha generalizado para la búsqueda de subcon-
juntos de la lista (caso en que 𝑓 −1({1}) tiene varios elementos) [76], obtener el número
de elementos de 𝑓 −1({1}) (conteo) [76, 79], hallar el mínimo global de una función arbi-
traria [154,249], obtener la mediana [307], aproximar integrales definidas [315], y calcular
puntos fijos [184, 194, 391], entre otros [22, 67, 125, 257, 294, 440]. Existe una generali-
zación del algoritmo de Grover conocida como estimación de amplitud [77] que es una
parte clave de muchos algoritmos cuánticos modernos, en especial aquellos relacionados
con la búsqueda de colisiones y las propiedades de los grafos. Una de las aplicaciones de
la amplificación de la amplitud es la mejora en la complejidad de algoritmos para pro-
blemas NP-completos de la computación clásica, como por ejemplo el problema 3-SAT
clásico [20] para el que se obtiene una aceleración cuadrática. Esto también sucede para
otros problemas de satisfacción [93].

Uno de los puntos débiles de la búsqueda de Grover es que requiere una estructura
espacial del circuito cuántico que es difícilmente escalable, por lo que resulta interesan-
te estudiar el problema cuando se establecen limitaciones a esta estructura, lo que se
conoce como búsqueda espacial. Aún así, en grafos suficientemente bien conectados, se
puede alcanzar una complejidad de búsqueda 𝑂(√𝑛) [94, 103,213,222,287,416,417].

El algoritmo de Grover (y por extensión la estimación de amplitud) han recibido críti-
cas relativas a su utilidad práctica. Por una parte, la difícil escalabilidad señalada antes,
pero por otra, el hecho de que la parte complicada del problema puede estar siendo ocul-
tada en la evaluación del oráculo. Así, en [380] señalan que “Nuestro hallazgo implica que
no hay una aceleración cuántica teórica a priori asociada al algoritmo de Grover. [...] Para un
problema dado, si el oráculo es fácil de simular, entonces no se necesita un ordenador cuán-
tico, mientras que si es difícil de simular, la implementación cuántica estará, como veremos,
más allá del alcance del hardware previsible”. Para ello usan un algoritmo clásico inspirado
en el algoritmo de Grover (QiGA) que resuelve el problema de búsqueda en un ordenador
clásico, asumiendo que el oráculo de evaluación es cuántico para que la comparación sea
más justa.
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Esta alternativa se suma a otras basadas en paralelización virtual [96] que también
ofrecen algoritmos clásicos competitivos así como a las críticas del algoritmo cuántico
relativas a la corrección de errores [34].

6.2 Evaluación de fórmulas

Palabras clave: fórmula, lógica booleana.

Problema: Evaluar una fórmula booleana.

Una expresión booleana se denomina fórmula si cada variable solo se utiliza una vez.
Una fórmula corresponde a un circuito sin fanout, esto es, el número de entradas de puer-
ta correspondientes a la salida de otra puerta lógica es uno, por lo que tiene la topología
de un árbol. La complejidad de consulta de cualquier fórmula con fanin (número de en-
tradas de las puertas lógicas) de complejidad 𝑂(1) sobre 𝑛 variables es Θ(√𝑛) [338]. La
complejidad cuántica de la evaluación de fórmulas no booleanas también se ha comen-
zado a estudiar [121], pero aún está en sus primeras fases de desarrollo. La evaluación
de fórmulas boolenas se ha generalizado al caso en que las variables de entrada pueden
repetirse (i.e. la primera capa de el circuito puede incluir fanout) [106], obteniendo una
complejidad 𝑂(mín{𝑛, √𝑠, 𝑛1/2𝑔1/4}) en consultas, donde 𝑛 es el número de variables de
entrada sin incluir la multiplicidad, 𝑠 es el número de entradas contando la multiplicidad y
𝑔 es el número de puertas de la fórmula. Este algoritmo tiene aplicaciones a la verificación
del producto de matrices booleanas y a la complejidad de circuitos. Entre los problemas
abiertos los autores destacan la búsqueda de mejores cotas inferiores de la complejidad
y ponen como ejemplo circuitos basados en planos afines o proyectivos. También indican
la necesidad de aumentar la generalidad de los resultados, incluyendo más entradas y
salidas para las puertas.

6.3 Reconocimiento de patrones

Palabras clave: patrón, reconocimiento, cadenas, alfabeto, concordancia, coinciden-
cia.

Problema: Dadas dos cadenas (secuencias de símbolos) 𝑇 y 𝑃 de un alfabeto finito de
longitudes respectivas 𝑛 y 𝑚 < 𝑛, determinar si 𝑃 es una subcadena de 𝑇.

Más allá de cadenas, 𝑇 y 𝑃 podrían ser arrays o tensores 𝑑-dimensionales. En tal caso,
el problema de reconocimiento de patrones consiste en la localización de 𝑃 como array
𝑚 × 𝑚 × ⋯ × 𝑚 dentro del array 𝑇 de dimensiones 𝑛 × 𝑛 × ⋯ × 𝑛 o informar de que no
existe tal contenido. La búsqueda no estructurada tiene un límite inferior de complejidad
cuántica de consultaΩ(√𝑛) [50], por lo que la complejidad cuántica en el peor de los casos
del problema de reconocimiento de patrones es de Ω(√𝑛 + √𝑚).

En [331] se describe un algoritmo cuántico que alcanza esta cota. Este algoritmo cuán-
tico funciona mediante el uso del algoritmo de Grover junto con un método de muestreo
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determinista. Más recientemente, se demostró [298] que puede lograrse una aceleración
cuántica superpolinómica de la complejidad del caso esperado siempre que 𝑚 crezca más
rápidamente que logarítmicamente en 𝑛. En concreto, el algoritmo cuántico dado en [298]

resuelve el caso esperado con una complejidad 𝑂̃((𝑛/𝑚)𝑑/22𝑂(𝑑3/2√log𝑚)). Este algoritmo
cuántico se construye generalizando el algoritmo de tamiz cuántico de Kuperberg [253]
para subgrupos diédrico ocultos (ver Sección 7.6) y problemas de desplazamiento ocul-
to para que pueda operar en 𝑑 dimensiones y admitir una cierta cantidad de ruido y, fi-
nalmente, reducir el problema de forma clásica a una versión ruidosa 𝑑-dimensional del
problema del desplazamiento oculto. Sin embargo, esta mejora en el caso esperado tie-
ne como contrapartida el hecho de que el algoritmo pueda fallar con alta probabilidad
en algunos casos, algo que los autores reconocen que no se puede evitar. También plan-

tean como problema abierto mejorar el término 2𝑂(𝑑3/2√log𝑚)
de la complejidad, lo cual

es de esperar que requiera obtener un algoritmo eficiente para el problema del subgrupo
dihédrico oculto. También llaman la atención sobre la necesidad de investigar algoritmos
eficientes para el reconocimiento de patrones aproximado.

En [314] se presenta un algoritmo cuántico para reconocimiento de patrones en 𝑂̃(√𝑛)
con un modelo de entrada diferente, en el que las cadenas se escriben utilizando 𝑛 + 𝑚
cúbits en lugar de mediante consultas cuánticas a un oráculo que proporcione los bits
individuales.

6.4 Búsqueda en listas ordenadas

Palabras clave: ordenamiento, búsqueda ordenada, lista.

Problema: Dado un número 𝑥 y una lista de 𝑛 números ordenados, encontrar donde se
debería insertarse 𝑥 en la lista para que siga estando ordenada.

El mejor algoritmo clásico para este problema es la búsqueda binaria que requiere
log2 𝑛 consultas [164]. Sin embargo, se han encontrado algoritmos cuánticos con una com-
plejidad mejor, como por ejemplo el de [109] con una complejidad 0.433 log2 𝑛 en consul-
tas. Este algoritmo hace uso de la relación entre los algoritmos de búsqueda y una re-
presentación en términos de polinomios de Laurent y de la programación semidefinida,
resaltando así la relación entre la complejidad cuántica de búsqueda y la optimización
convexa.

Se sabe además que elmenor número de consultas cuánticas posible no puede ser infe-

rior a ln 2
𝜋 log2 𝑛 [110,214] respondiendo así a la pregunta de si un algoritmo de complejidad

𝑜(log 𝑛) existe planteada en [109, 164]. Se sospecha que esta cota puede ser óptima, así
que mejoras en el problema del ordenamiento puntual vendrán de parte de nuevos algo-
ritmos [110]. En [48] se presenta un algoritmo cuántico aleatorio para búsqueda ruidosa

con complejidad de consulta esperada inferior a 1
3 log2 𝑛. También proporcionan una cota

inferior de la complejidad de los algoritmos cúanticos ruidosos de búsqueda.
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6.5 Búsqueda de subconjuntos

Palabras clave: subconjuntos, búsqueda, lógica booleana.

Problema: Dada una función 𝑓 ∶ 𝐷 → 𝑅 entre conjuntos finitos y una propiedad 𝑃 ⊂
(𝐷 × 𝑅)𝑘, determinar si existe ((𝑥1, 𝑓 (𝑥1)), … , (𝑥𝑘, 𝑓 (𝑥𝑘))) ∈ 𝑃 y, en tal caso, calcular una
instancia.

Existe un algoritmo cuántico [102] basado en [21] que resuelve este problema con una
complejidad𝑂(|𝐷|𝑘/(𝑘+1)) en consultas cuánticas. En particular, el algoritmo es de utilidad
para resolver problema de la suma en subconjuntos (𝑃 = {((𝑥1, … , 𝑥𝑘), 𝑦) ∈ (𝐷 × 𝑅)𝑘 ∶
∑𝑘

𝑗=1 𝑥𝑗 = 𝑛} para algún 𝑛). En [47] se obtuvo un límite inferior para la complejidad de la

consulta cuántica.

Hay que destacar que estos algoritmos tienen una complejidad espacial exponencial
y utilizan un modelo de memoria cuántica que es actualmente difícil de implementar en
sistemas cuánticos de escala intermedia ruidosos (NISQ) [443], por lo que es necesario in-
vestigar en alternativas que sean más viables en la práctica.

7 Álgebra y teoría de números

7.1 Cálculo de logaritmo discreto

Palabras clave: logaritmo, algoritmo de Shor.

Problema: Dados 𝑎, 𝑏, 𝑛 ∈ ℕ de 𝑛-bits, el objetivo es resolver la ecuación 𝑏 ≡ 𝑎𝑠

(mod 𝑛) para algún 𝑠 sabiendo que la ecuación admite una solución 𝑠 ∈ ℕ.

Este problema puede resolverse con un ordenador cuántico con complejidad poli(𝑛)
[370] utilizando esencialmente el algoritmo de Shor (ver Sección 3.4), mientras que los
algoritmos conocidos para un ordenador clásico requieren spoli(𝑛). Usando técnicas si-
milares a las de [370], los ordenadores cuánticos pueden resolver el problema del lo-
garitmo discreto sobre curvas elípticas, rompiendo así la criptografía basada en dichas
curvas [72,328]. Otras optimizaciones del algoritmo de Shor para el cálculo del logaritmo
aparecen en [157,343]. La aceleración cuántica superpolinómica también se ha extendido
al problema del logaritmo discreto en semigrupos [37, 104].

7.2 Criterios de primalidad

Palabras clave: números primos, primalidad.

Problema: Dado un número de 𝑛-bits buscamos decidir si es primo o no.

Los algoritmos clásicos que resuelven este problema son, por una parte, el AKS con
una complejidad cuártica [53, 97], y el ECPP [302], donde la complejidad heurística tam-
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bién es esencialmente cuártica. Por su parte, el algoritmo cuántico más rápido conocido
para este problema tiene complejidad 𝑂(𝑛2(log 𝑛)3 log log 𝑛) [146]. Este algoritmo está
basado en otro de búsqueda cuántica del período que subyace al algoritmo de Shor y que
es de complejidad𝑂(𝑛3 log 𝑛). Un resultado de Harvey y Van Der Hoeven relativo a la com-
plejidad de la multiplicación de enteros [204] podría aplicarse para mejorar complejidad
del algoritmo cuántico.

7.3 Verificación del producto de matrices

Palabras clave: matriz, verificación, producto.

Problema: Dadas tres matrices 𝑛 × 𝑛, 𝐴, 𝐵, 𝐶, decidir si 𝐴𝐵 = 𝐶.

El algoritmo clásico habitual para este problema es de una complejidad 𝑂(𝑛2), mien-
tras que el algoritmo clásico usual para la multiplicación de matrices es de complejidad
𝑂(𝑛2.373) [19]. En cambio, se conoce un algoritmo cuántico de complejidad 𝑂(𝑛1.666) [83]
para la verificación de productos de matrices. Este algoritmo está basado en los pa-
seos aleatorios cuánticos [385] y siempre devuelve “igual” si 𝐴𝐵 = 𝐶. En el caso 𝐴𝐵 ≠
𝐶, entonces devuelve “desigual” con probabilidad al menos 2/3. Tiene una complejidad
en el peor caso de 𝑂 (𝑛5/3), mientras que su tiempo de computación esperado es de

𝑂 (𝑛5/3/𝑞(𝑊)1/3) (𝑊 es el conjunto de entradas de la matriz para las cuales la identi-
dad no se satisface y 𝑞(𝑊) una función que depende de 𝑊 y de 𝑛), con una complejidad
espacial de 𝑂(𝑛).

Entre los problemas abiertos [83], está determinar si la complejidad temporal del al-
goritmo aumenta si la complejidad del espacio está acotada. En particular, si se puede
probar una compensación espacio-temporal para el problema de verificación similar a la
compensación para el cálculo de productos matriciales [245]. En la actualidad no se ha
demostrado la existencia de compensaciones espacio-temporales para ningún problema
de decisión.

7.4 Problemas de conmutatividad

Palabras clave: matriz, conmutatividad, producto, grupo conmutativo, álgebra con-
mutativa.

El problema general consisten en determinar si dados los 𝑘 generadores de un grupo,
éste es conmutativo. En el caso particular de matrices, podemos plantear el problema
como dadas 𝑘 matrices 𝑛 × 𝑛, 𝑀𝑗, 𝑗 = 1, … , 𝑘, comprobar si conmutan dos a dos. Dis-
ponemos además de un oráculo que nos determina el producto del grupo. El algoritmo
clásico más utilizado requiere 𝑂(𝑘) consultas [322]. Por su parte, en el caso cuántico se

ha demostrado que la complejidad de consulta se puede reducir a Θ̃(𝑘2/3) [283].
En el caso de las matrices, el problema se plantea a través de un oráculo tal que,

dados enteros 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, … , 𝑛}, y 𝑀 ∈ {𝑀1, … , 𝑀𝑘} el oráculo devuelve la entrada 𝑖𝑗
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de la matriz 𝑀 matriz. Con computación clásica, este problema es de una complejidad
Ω(𝑘𝑛2), pero se ha comprobado que un ordenador cuántico puede resolver este problema
en 𝑂(𝑘4/5𝑛9/5) consultas [217].

En ambos casos los algoritmos desarrollados se basan en recorridos aleatorios cuán-
ticos. Finalmente, en [123] experimentan con un algoritmo de computación cuántica adia-
bática (Sección 9.10) para determinar si un álgebra es conmutativa o no.

7.5 Rango de una matriz

Palabras clave: matriz, rango.

Problema: Dada una matriz, determinar su rango.

El problema se plantea con un oráculo que devuelve las entradas (enteras) de una ma-
triz𝐴 de dimensiones 𝑛×𝑚. Con un algoritmo clásico el problema se resuelve con una com-
plejidad 𝑂(𝑚𝑛). Se conoce un algoritmo cuántico [46] basado en la equivalencia entre los
programas de lapso (span programs) y los algoritmos de consulta cuántica [337] que puede
utilizar menos consultas en el caso en el que se conozca con antelación que el rango de la

matriz esmenor que 𝑟. En concreto, este algoritmo es de complejidad𝑂(√𝑟(𝑛 − 𝑟 + 1)𝐿𝑇),
donde 𝐿 es la media cuadrática de los recíprocos de los 𝑟 mayores valores singulares de
𝐴 y 𝑇 es un factor que depende de la dispersión de la matriz. Para una matriz arbitraria
𝐴, 𝑇 = 𝑂(√𝑛𝑚). Si 𝐴 tiene a lo sumo 𝑘 entradas no nulas en cualquier fila o columna,
entonces 𝑇 = 𝑂(𝑘 log(𝑛 + 𝑚)).

En particular, se puede usar este algoritmo para determinar si una matriz cuadrada es
singular, lo que se conoce como el problema del determinante. Para una matriz arbitraria
𝐴 la complejidad cuántica de consulta del problema del determinante no es inferior a la
complejidad de consulta clásica [148]. Sin embargo, es un problema abierto determinar
si bajo ciertas hipótesis (matriz dispersa, valores singulares grandes…) pueda haber una
ventaja cuántica para este problema [148].

7.6 Subgrupo oculto abeliano

Palabras clave: subgrupo oculto, abeliano, conmutativo.

Problema:Dado un grupo abeliano finitamente generado𝐺, un subgrupo𝐻 de𝐺 tal que
𝐺/𝐻 es finito y una función 𝑓 definida sobre 𝐺 tal que 𝑓(𝑔1) = 𝑓(𝑔2) si y sólo si 𝑔1 −𝑔2 ∈ 𝐻
(es decir, 𝑓 pasa al cociente 𝐺/𝐻), encontrar un conjunto de generadores de 𝐻 a través de
consultas a 𝑓.

Este problema se puede solucionar con una complejidad Ω(|𝐺|) con algoritmos clási-
cos. Sin embargo, se conoce un algoritmo cuántico que lo resuelve en 𝑂(log |𝐺|) [72]. Este
algoritmo, basado en la Transformada de Fourier Cuántica (Sección 3.1), generaliza mu-
chos algoritmos cuánticos como casos especiales [312], como el algoritmo de Simon [374],
que fue la inspiración del algoritmo de Shor para encontrar el periodo que a su vez que
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forma el núcleo de los algoritmos de factorización y del cálculo del logaritmo discreto.
El algoritmo para el cálculo de subgrupos abelianos ocultos también es esencial en el
estudio de problemas como el estudio de la ecuación de Pell, el cálculo de ideales prin-
cipales, el cálculo grupos de unidades (Sección 7.8) o el cálculo de grupos de clase. En
ciertos casos, el problema del subgrupo oculto abeliano se puede resolver con una única
consulta [45]. En el caso de la búsqueda del período 𝑠 de un grupo, se suele asumir que
𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑦) si 𝑥 − 𝑦 ≠ 𝑠, pero existen alternativas sin esta restricción [198]. También
se ha generalizado el algoritmo de [198] para el caso en el que sólo se conozcan algunas
cifras de los valores de 𝑓 [372].

Los algoritmos para obtener el subgrupo oculto abeliano tienen además aplicaciones
a la compresión cuántica de información [267]. También existen versiones deterministas
del algoritmo [428] y otras para grupos continuos [36].

Muchos de los problemas abiertos en esta área consisten en extender los resultados
obtenidos al caso de grupos no conmutativos.

7.7 Subgrupo oculto no abeliano

Palabras clave: subgrupo no abeliano, subgrupo no conmutativo.

Problema: Dado un grupo no abeliano finitamente generado 𝐺, un subgrupo 𝐻 de 𝐺
tal que 𝐺/𝐻 es finito y una función 𝑓 definida sobre 𝐺 tal que 𝑓(𝑔1) = 𝑓(𝑔2) si y sólo si
𝑔1 ∈ 𝑔2𝐻 (es decir, 𝑓 pasa al cociente 𝐺/𝐻), encontrar un conjunto de generadores de 𝐻 a
través de consultas a 𝑓.

Este problema, que generaliza al problema del grupo oculto abeliano, es de una dificul-
tad mayor. En el caso de ordenadores clásicos este problema se ha solucionado con algo-
ritmos con una complejidad temporal Ω(|𝐺|), pero se conoce un algoritmo cuántico que
lo resuelve en 𝑂(log |𝐺|) [160,200]. Sin embargo, este algoritmo no es eficiente ya que, en
general, la complejidad de consulta necesaria para procesar los estados cuánticos puede
ser exponencial [160]. En el caso de ciertos grupos no abelianos (producto semidirecto de
ciertos grupos cíclicos, determinados grupos resolubles, etc.) sí que se conocen algunos
algoritmos eficientes [35,52,98,100,126,140,176,180,216,218–220,277,301,342,398]. Dos
casos particularmente interesantes son los de los grupos de simetrías, cuya solución re-
solvería el problema del isomorfismo de grafos; y diédricos, que permitirían solucionar
ciertos problemas de retículos [334].

Salvo casos concretos, no se conocen algoritmos polinómicos para resolver el pro-
blema del grupo oculto no abeliano en el caso de grupos diédricos [341], pero sí que exis-

ten algoritmos de complejidad temporal 2𝑂(√log 𝑛)
y complejidad espacial polinómica para

𝐷𝑛 [335]. Las principales líneas de investigación relativas a este problema consisten en
ampliar la familia de grupos no abelianos para los cuales se dispone de algoritmos efi-
cientes y determinar si es posible, en general, encontrar este tipo de algoritmos.

CTS-2023- 0044 Las Matemáticas en la era de la Computación Cuántica 96 / 151



7.8 Grupos de unidades

Palabras clave: grupo, unidad.

Problema: Encontrar un conjunto de generadores de un grupo de unidades.

El cuerpo ℚ(𝜃) se dice que es de grado 𝑑 si el polinomio de menor grado del que 𝜃 es
una raíz tiene grado 𝑑. El conjunto 𝑂 de elementos de ℚ(𝜃) que son raíces de polinomios
mónicos en ℤ[𝑥] forma un anillo, llamado anillo de enteros de ℚ(𝜃). El conjunto de unida-
des (elementos invertibles) del anillo 𝑂 forman un grupo denominado grupo de unidades
de 𝑂 y denotado por 𝑂∗. Dado ℚ(𝜃) de grado fijo, un ordenador cuántico puede encon-
trar en tiempo polinómico un conjunto de generadores para 𝑂∗ dada una descripción de
𝜃 [199, 355]. Estos algoritmos se basan en el problema del subgrupo oculto abeliano to-
mando por grupo el grupo aditivo de números reales. En la actualidad no se conoce ningún
algoritmo clásico de tiempo polinómico para este problema. En estudios recientes se de-
muestra como lograr una mejora polinómica en el grado [66, 156].

Adicionalmente, se han optimizado este tipo de algoritmos para reducir el número de
cúbits físicos necesarios para la implementación en el caso concreto de cuerpos ciclotó-
micos [39].

7.9 Desplazamiento oculto

Palabras clave: desplazamiento.

Problema: Dada una función conocida 𝑔 ∶ ℤ𝑛 → ℂ y un oráculo para una función 𝑓 ∶
ℤ𝑛 → ℂ tal que 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥 + 𝑠) para todo 𝑥 ∈ ℤ𝑛 y cierto 𝑠 ∈ ℤ𝑛, encontrar 𝑠.

En la actualidad se desconocen algoritmos clásicos de complejidad polilog(𝑛) para este
problema, pero utilizando el algoritmo de Grover podemos llegar a la conclusión de que
al menos √𝑛 consultas son necesarias. Sin embargo, ciertos casos concretos se pueden
resolver con un ordenador cuántico con complejidad 𝑂(1), por ejemplo en el caso en que
𝑓 sea un carácter multiplicativo de un anillo o cuerpo finito [134], como puede ser en el
caso del símbolo de Legendre (𝑥

𝑝 ), que es un carácter de un cuerpo finito de orden 𝑝 con
𝑝 primo [132, 133].

En el caso de funciones booleanas aleatorias 𝑓 ∶ ℤ𝑛
2 → ℤ2 se ha comprobado que

la complejidad del caso medio es 𝑂(𝑛) [181], mientras que la clásica es Ω(2𝑛/2). Más in-
formación al respecto a este problema así como su relación con la criptografía puede
encontrarse en [147].

7.10 Criptografía

Palabras clave: descodificación, códigos correctores de errores, criptografía, cripto-
análisis.
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La relación entre la computación cuántica y la criptografía comienza con el algoritmo
de Shor para la factorización de enteros [369, 370] que abrió la puerta a poder romper
los sistemas criptográficos clásicos, como el RSA y Diffie-Hellman, así como variantes de
estos basados en curvas elípticas [72, 328]. Este hecho ha derivado en la fundación de la
criptografía poscuántica, en la que se busca algoritmos de encriptación clásicos que sean
resistentes a los ataques cuánticos. Los algoritmos cuánticos ofrecen una vía para ace-
lerar la descodificación de códigos convolucionales [190] y códigos simplex [40], pero la
mayoría de la investigación en algoritmos cuánticos se centra en determinar qué algorit-
mos clásicos son resistentes y cuales no. Por una parte tenemos el desarrollo de algorit-
mos que utilizan consultas de superposición cuántica (como el algoritmo de Grover o el
de Simon) para obtener la clave de encriptación [231, 232, 254, 255, 346, 348]. Muchos de
estos algoritmos explotan la simetría de ciertas claves de encriptación clásicas.

Por otra parte están los algoritmos que consiguen una mejora polinómica sobre ata-
ques clásicos a través de la computación cuántica [26, 54, 78, 173, 189, 230, 257]. También
se ha comprobado que usar isogenias entre curvas elípticas como sistema de codificación
es un mecanismo potencialmente frágil frente a ataques cuánticos [105].

En la actualidad se sigue intentando entender las capacidades de los algoritmos cuán-
ticos para romper los sistemas de encriptación clásicos de modo que se pueda encontrar
sistemas clásicos fiables que puedan sustituir a aquellos actuales que sean frágiles. Al-
gunos sistemas, como el AES, establecido como estándar por el Instituto Nacional de Es-
tándares y Tecnología de Estados Unidos (NIST) en 2001, parece resistente a los ataques
cuánticos conocidos [73].

Finalmente, también se están desarrollando algoritmos de encriptación cuánticos (dis-
tribución de claves cuánticas, ver por ejemplo [282]), pero se espera que su uso sea redu-
cido (limitado a gobiernos y ciertas instituciones) debido a que en la actualidad no es fácil
acceder a un ordenador cuántico.

7.11 Obtención de autovalores

Palabras clave: autovalores, espectro, computación híbrida

Problema: Dado un hamiltoniano 𝐻, calcular el autovector asociado a su menor auto-
valor .

El algoritmo Variational Quantum Eigensolver (VQE) permite calcular el autovector
asociado al menor autovalor del hamiltoniano, minimizando el valor esperado. Para bus-
car dicho estado, se propone una representación parametrizada del estado (o ansatz) que
permita recorrer un subespacio del espacio de Hilbert. La parte de minimización es lleva-
da a cabo con computación clásica, por lo que se trata de un algoritmo de computación
híbrida. El algoritmo VQE sufre de algunas dificultades relacionadas con usar métodos de
optimización basados en el cálculo de gradientes, como la incapacidad de evadir los nu-
merosos mínimos locales que presenta el espacio de optimización y, por ende, de llegar
al estado fundamental, hecho que se ve magnificado por la existencia de “barren pla-
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teaus”, zonas donde los gradientes se vuelven nulos [27,161,252]. Como posible solución a
este problema, se propone el algoritmo evolutivo Quantum Particle Swarm Optimization
(QPSO) [382].

El algoritmo VQE y sus variaciones han sido aplicados al estudio de estructura elec-
trónica de materiales además de a otros problemas de mecánica cuántica con similares
problemas de escalado. Entre ellos cabe destacar algunos de física nuclear [143, 289] y
problemas de estructura nuclear [243, 344], física de altas energías [41, 42, 44], espec-
troscopía vibracional y vibrónica [221,278,352], predicciones de propiedades de reacciones
fotoquímicas [316], sistemas periódicos [431], resolución de ecuaciones de Schrödinger no
lineales [281], y cálculo de estados cuánticos de un agujero negro Schwarzschild-de Sitter
o cosmología Kantowki-Sachs [227].

8 Geometría y Topología

8.1 Análisis cuántico de datos topológicos

Palabras clave: datos topológicos, invariante.

El análisis topológico de datos (ATD) consiste en el análisis de conjuntos de datos utili-
zando técnicas topológicas. Es particularmente útil para la extracción de información de
conjuntos de datos que son de dimensión alta, incompletos o ruidosos. Las técnicas del
ATD buscan obtener la forma de los mismos. La herramienta principal es la homología
persistente, una adaptación de la homología a datos de nubes de puntos.

En el caso clásico, obtener la homología (en particular los números de Betti) de un
conjunto de 𝑛 datos presenta una complejidad 𝑂(22𝑛). Sin embargo, se conoce un algo-
ritmo cuántico basado en el algoritmo de Grover que calcula los números de Betti y los
autovectores de los núcleos del laplaciano combinatorio en 𝑂(𝑛5) [273], lo cual supone
una mejora exponencial de la complejidad. Esto es posible gracias a que un ordenador
cuántico puede almacenar en 𝑛 cúbits (asociados a 𝑛 vértices de un grafo) la información
combinatoria de los mismos (que sería del orden de 2𝑛). Este algoritmo ha sido reciente-
mente generalizado para detectar los cambios en la homología que se producen al variar
la resolución (homología persistente) [24, 206]. En [70] se describe un algoritmo para el
cálculo de los números de Betti que funciona bien para complejos simpliciales dispersos,
aunque la complejidad para el cálculo exacto es exponencial en el peor de los casos.

Existen indicios de que la mejora exponencial de estos algoritmos frente a los clási-
cos es genuina (es decir, no existen algoritmos clásicos exponencialmente mejores que
los que se conocen) [197], pero este es todavía un problema abierto y trabajos recientes
han mostrado que la mejora es posible en ciertas situaciones [28]. En cualquier caso, se
esperan mejoras tanto para los algoritmos cuánticos como clásicos en un futuro próximo.
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8.2 Invariantes de nudos

Palabras clave: invariante, nudo, trenza, polinomio de Jones.

El entrelazamiento cuántico puede interpretarse en términos de operadores de tren-
zas, lo que crea un puente natural entre la computación cuántica y la topología [237]. De
hecho, Edward Witten demostró que el polinomio de Jones (un polinomio invariante de
nudos) se puede entender usando herramientas de teorías cuánticas de campos topoló-
gicas (TQFTs) [414]. Es en este contexto que se demostró que el problema de aproximar
(usando una aproximación aditiva [74]) el polinomio de Jones de un determinado grupo
de trenzas es un problema BQP-completo [174, 175]. Este resultado fue posteriormen-
te reformulado de manera más sencilla (sin recurrir a las TQFTs) y extendido en [5, 8].
Esta teoría se llevó un paso más allá en [415], donde los autores obtuvieron un algoritmo
cuántico para estimar el polinomio HOMFLY, del cual el polinomio de Jones es un caso
concreto.

También se ha comprobado que los ordenadores cuánticos pueden estimar en tiempo
polinómico una cierta aproximación aditiva del polinomio de Tutte para grafos planos [6]
y que el problema de encontrar una cierta aproximación aditiva del polinomio de Jones
de la clausura de traza de una trenza es DQC1-completo [371].

En general, hay una idea clara de la existencia de una ventaja cuántica a la hora de
calcular este tipo de invariantes, pero precisar en qué consiste y extenderla a otros inva-
riantes es una campo de investigación abierto.

8.3 Invariantes de variedades de dimensión tres

Palabras clave: invariante de Turaev-Viro, variedad.

El invariante de Turaev-Viro es una función invariante por homeomorfismos que asigna
números reales a variedades topológicas de dimensión tres. Dada una variedad diferen-
cial de dimensión tres, a través de una división de Heegaard, un ordenador cuántico pue-
de encontrar eficientemente una cierta aproximación aditiva de su invariante de Turaev-
Viro y esta aproximación es BQP-completa [14]. Por otra parte, el invariante de Witten-
Reshitikhin-Turaev (WRT) es tal que, al cuadrado, se obtiene el invariante de Turaev-Viro.
En [179] se aporta un algoritmo cuántico de complejidad polinómica para aproximar el
WRT de una variedad dada a través de una presentación quirúrgica, pero se desconoce si
la aproximación lograda es BQP-completa.

Recientemente ha habido algún progreso en este campo. Por ejemplo, en [84], se de-
muestra que la complejidad del problema de calcular los invariantes de Turaev-Viro de-
pende del número del invariante en cuestión. Por otra parte, en [284] ofrecen un algorit-
mo de tiempo polinómico para calcular los invariantes de Turaev-Viro𝑇𝑉4,𝑞 de variedades
de dimensión tres con un primer número de Betti acotado. Los autores también aportan
experimentos computacionales que permiten comprobar la capacidad del invariante de
distinguir 3-variedades y obtener el tiempo de ejecución y compararlo con el de otros
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métodos.

8.4 Determinación de propiedades de grafos

Palabras clave: grafo, ciclo, árbol, matriz de adyacencia, camino.

A la hora de trabajar con grafos en computación cúantica existen varios modelos de
algoritmos. Por una parte están aquellos que cuentan con un oráculo que, dados dos vér-
tices, nos dice si existe una arista entre ellos o no, esto es lo que se conoce como modelo
de matriz de adyacencia. Por otra parte existe el modelo de lista de adyacencia, en el que
se nos da acceso a un oráculo que, cuando se consulta la etiqueta de un vértice 𝑥 y un
número natural 𝑗 devuelve como resultado la etiqueta del vecino número 𝑗 del vértice 𝑥,
si este existe, y 0 en caso contrario. Estos modelos son propicios para diferentes tipos de
algoritmos que detallamos a continuación.

Para el caso del modelo de matriz de adyacencia, se ha demostrado [153] para los pro-
blemas de encontrar un árbol de expansión mínimo en grafos ponderados y el de decidir
la conectividad para grafos dirigidos y no dirigidos una complejidad cuántica de consulta
Θ(𝑛3/2) donde 𝑛 es el número de vértices del grafo. Por su parte, los problemas de decidir
si un grafo es bipartito, detectar ciclos y decidir si se puede llegar a un vértice dado des-
de otro (problema de conectividad 𝑠𝑡) se puede lograr utilizando una serie de consultas

y puertas cuánticas de complejidad 𝑂̃(𝑛3/2) en tiempo y 𝑂(log 𝑛) en espacio [86]. Estos
algoritmos pueden contrastarse con los algoritmos clásicos que, debido a la conjetura de
Aanderaa-Karp-Rosenberg, se sospecha que tienen una complejidad de consulta clásica
Ω(𝑛2). Esta conjetura afirma que “toda propiedad gráfica monótona no trivial para gra-
fos de 𝑛 vértices es evasiva”, donde propiedad se dice evasiva si determinar si un grafo
dado tiene esta propiedad a veces requiere 𝑛(𝑛 − 1)/2 consultas (todas las posibles) y una
propiedad se dice monótona si se mantiene cuando se añaden aristas (e.g. conectividad,
existencia de ciclos, etc). Esta conjetura sigue abierta, aunque varias propiedades espe-
ciales de grafos han demostrado ser evasivas para todo 𝑛. La conjetura ha sido resuelta
para el caso en que 𝑛 es una potencia prima [229] y para grafos bipartitos [427].

Trabajos recientes en la conectividad 𝑠𝑡, la detección de ciclos y otros problemas
comunes ponen su enfoque en obtener algoritmos eficientes en espacio. Por ejemplo,
en [138] se obtienen algoritmos para estos problemas con una complejidad logarítmica.

Otro problema computacional habitual consiste en encontrar un subgrafo 𝐻 de un
grafo dado 𝐺. El caso más sencillo de este encontrar un triángulo, problema para el cual
existe un algoritmo cuántico de complejidad 𝑂(𝑛5/4) [90]. Para el problema general de
encontrar subgrafos, un ordenador cuántico puede encontrar un subgrafo arbitrario de 𝑘
vértices, 𝑚 aristas y grado mínimo 𝑑 ⩾ 1 utilizando 𝑂(𝑛2−2/𝑘−𝑡) consultas donde

𝑡 = máx{ 𝑘2 − 2(𝑚 + 1)
𝑘(𝑘 + 1)(𝑚 + 1), 2𝑘 − 𝑑 − 3

𝑘(𝑑 + 1)(𝑚 − 𝑑 + 2)}

[259]. En el caso de grafos dispersos se conocen algoritmos que mejoran la complejidad
para algunos de los problemas anteriores (e.g. [107]).
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El modelo de lista de adyacencia se ha utilizado también para el problema del árbol
de expansión mínimo, obteniendo una complejidad de consulta cuántica Θ(√𝑛𝑚) donde 𝑛
es el número de vértices y 𝑚 el número de aristas [153]. Por su parte, decidir la conecti-
vidad de un grafo con este modelo tiene una complejidad de consulta cuántica Θ(𝑛) en
el caso no dirigido y 𝑂(√𝑛𝑚 log 𝑛) en el caso dirigido y calcular el camino de menor peso
desde un vértice determinado a todos los demás vértices de un grafo ponderado tiene

una complejidad de consulta cuántica 𝑂(√𝑛𝑚 log
2 𝑛). Por otra parte, en [86] se proponen

algoritmos cuánticos para estudiar conectividad, decidir la bipartición y decidir si un grafo

es un bosque de complejidad temporal 𝑂̃(𝑛√𝑑) y 𝑂(log 𝑛) en espacio donde 𝑑 es el grado
máximo de cualquier vértice del grafo.

Los algoritmos cuánticos parecen ser especialmente propicios para determinar las
propiedades combinatorias de grafos, por lo que es de esperar mejoras en la compleji-
dad de los algoritmos cuánticos para determinarlas. Es importante prestar atención a la
complejidad espacial y de consulta de estos algoritmos para que puedan ser implemen-
tados en un futuro.

9 Estadística, optimización y simulación numérica

9.1 Diferencia estadística

Palabras clave: distribución, probabilidad, diferencia estadística, norma 𝐿1.

Problema: Dados dos oráculos 𝐴 y 𝐵 que implementan sendas variables aleatorias de
dominio {1, … , 𝑡} y de rango {1, … , 𝑛}, aproximar con precisión constante la distancia 𝐿1

entre las distribuciones de probabilidad de 𝐴 y 𝐵.

Los algoritmos clásicos resuelven este problema con una complejidad que esencial-
mente es lineal en 𝑛. Sin embargo, un ordenador cuántico puede conseguirlo utilizando
𝑂(√𝑛) consultas [80]. La uniformidad aproximada y la ortogonalidad de las distribuciones
también se pueden decidir en un ordenador cuántico con complejidad 𝑂(𝑛1/3). La herra-
mienta principal de esta solución es el algoritmo de recuento cuántico de [79] que a su
vez se basa en los algoritmos de Grover y Shor. En [296] mejoran este algoritmo usando
un método de Montecarlo cuántico que además tiene aplicaciones a muchos otros pro-
blemas. Recientemente [261], se han logrado nuevas mejoras y simplificaciones en este
tipo de algoritmos, incluidos aquellos para la distancia en 𝐿2.

Entre las líneas abiertas, se espera poder mejorar las cotas de la complejidad de este
problema y poder aplicar este tipo de métodos a otros problemas de distribuciones es-
tadísticas, tales como la estimación de diversas medidas de entropía [400].
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9.2 Flujos en redes

Palabras clave: red de flujo, optimización.

Problema: Dada una red con una fuente y un sumidero, encontrar un flujo de valor má-
ximo.

Una red de flujo es un grafo dirigido cuyas aristas son etiquetadas con números (no
negativos) que indican su capacidad de carga y con dos vértices destacados, una fuente y
un sumidero de modo que cualquier otro vértice se haya en un camino que empieza en la
fuente y termina en el sumidero [124,247]. Un flujo en un es una asignación de pesos a las
aristas de modo que ningún peso supere la capacidad de esa arista y, para cada vértice
que no sea la fuente o el sumidero, el flujo total de entrada es igual al flujo total de salida.
El valor del flujo es la diferencia entre el flujo de salida y de entrada de la fuente.

Para una red con 𝑛 vértices, 𝑚 aristas y capacidades enteras de magnitud máxima 𝑈
existe un algoritmo cuántico basado en el algoritmo de búsqueda de Grover para calcu-

lar el valor del flujo máximo de complejidad 𝑂(mín{𝑛7/6√𝑚 𝑈1/3, √𝑛𝑈𝑚} log 𝑛) [23]. En
comparación, el algoritmo clásico más conocido [187] tiene un tiempo de ejecución de

𝑂(mín{𝑚1/2, 𝑛2/3}𝑚 log 𝑛2
𝑚 log 𝑢máx), donde 𝑢máx es un parámetro inherente [434].

Posteriormente se han obtenido algoritmos con una complejidad mejor de 𝑂(𝑛5/2)
[434], pero aún se desconoce cual puede ser la complejidad óptima (aunque existen cotas).

9.3 Temple simulado (Simulated Annealing, SA)

Palabras clave: optimización, temple simulado, simulated annealing.

El temple simulado es una estrategia heurística clásica para aproximar el mínimo glo-
bal de una función dada. Se utiliza a menudo cuando el espacio de búsqueda es discreto,
muy grande o con un gran número de mínimos locales. El proceso se basa en un camino
aleatorio a través del espacio de búsqueda para el cual las probabilidades del proceso
estocástico varían dependiendo de si el cambio de estado es favorable a los objetivos de
la optimización, a menudo reduciendo las probabilidades de cambio a medida que avanza
el tiempo (temple simulado adaptativo).

Existen varios modelos algorítmicos para implementar estar estrategia. El modelo
Monte-Carlo de cadenas de Markov (Markov chain Monte-Carlo, MCMC), habitual en la
física estadística, se basa en una cadena de Markov que codifica un recorrido por el es-
pacio de posibles soluciones del problema a través de una serie de “reglas de transición”
(matrices) 𝑀1, 𝑀2, … , 𝑀𝑛 que varían lentamente en el sentido de que sus distribuciones
límite 𝜋1, 𝜋2, … , 𝜋𝑛 satisfacen |𝜋𝑡+1 − 𝜋𝑡| ⩽ 𝜖 para algún 𝜀 pequeño. Estas distribuciones
pueden considerarse como distribuciones térmicas en temperaturas sucesivamente más
bajas (de ahí el nombre temple simulado).

Sea 𝛿𝑘 es la diferencia entre el mayor y el segundo mayor valor propio de 𝑀𝑘 y 𝛿 =
mín{𝛿𝑘 ∶ 𝑘 = 1, … , 𝑛}. El tiempo de ejecución del algoritmo (clásico) es proporcional a
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1/𝛿 [18], pero con ayuda de la computación cuántica este tiempo se puede reducir a uno

proporcional a 1/√𝛿 [379]. Se ha demostrado además que, usando caminos cuánticos se
puede aumentar la eficiencia de este algoritmo [296].

9.4 Temple cuántico (Quantum Annealing, QA)

Palabras clave: optimización, QA, temple cuántico, quantum annealing.

El temple cuántico (QA) es un proceso de optimización para encontrar el mínimo glo-
bal de una función objetivo sobre un conjunto de estados posible a través de un proceso
que utiliza fluctuaciones cuánticas [303]. Al igual que el temple simulado, se utiliza prin-
cipalmente para problemas en los que el espacio de búsqueda es discreto (problemas de
optimización combinatoria) con muchos mínimos locales.

El temple cuántico parte de una superposición cuántica de todos los estados posibles
(estados candidatos) con pesos iguales. A continuación, el sistema evoluciona siguiendo la
ecuación de Schrödinger. Las amplitudes de todos los estados candidatos van cambiando
con el paso del tiempo y la naturaleza cuántica de los estados permite que tenga lugar
el efecto túnel, por el cual un estado puede convertirse en otro pasando a través de una
barrera de potencial. Si la tasa de cambio del campo es lo suficientemente lenta, el sis-
tema permanecerá cerca del estado fundamental (el de menor energía) del hamiltoniano
en cada instante, mientras que si es rápida, el sistema puede abandonar el estado funda-
mental temporalmente, con una mayor probabilidad de acabar en el estado fundamental
del hamiltoniano final del problema, como ocurre en el temple simulado.

El temple cuántico puede compararse con el temple simulado, cuyo parámetro de tem-
peratura desempeña un papel similar a la intensidad del campo del efecto túnel en QA.
En el temple simulado, la temperatura determina la probabilidad de pasar a un estado de
mayor energía a partir de un único estado actual. En el temple cuántico, la intensidad del
campo determina la probabilidad de cambiar las amplitudes de todos los estados en pa-
ralelo. En pocas palabras, el temple cuántico lleva a cabo de forma física (y por tanto sin
necesidad de intervención) un proceso estocástico análogo al que simula el temple simu-
lado. Esto parece ofrecer una ventaja al temple cuántico, lo cual se ha visto confirmado
tanto por estudios teóricos como pruebas numéricas [207,303,349,423].

A día de hoy ya se ha implementado este tipo de algoritmos en ordenadores cuánticos,
como el ordenador cuántico adiabático D-Wave [17,248]. Estas pruebas tambiénmuestran
una mejora frente al temple simulado.

9.5 Algoritimo de Optimización Cuántica Aproximada (QAOA)

Palabras clave: optimización, QAOA.

Muchos problemas de optimización combinatoria son NP-completos. Hay también re-
sultados que demuestran que aproximar la solución de algunos de estos problemas por
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debajo de un error dado es NP-complejo. En [162], se desarrolló una técnica llamada Al-
goritmo de Optimización Cuántica Aproximada (QAOA) (ver Sección 3.6.4) que permite
encontrar soluciones aproximadas de problemas de optimización combinatoria. Este algo-
ritmo puede entenderse como una versión discretizada del temple cuántico. Si 𝐻 denota
el hamiltoniano dependiente del tiempo del problema a considerar, se divide el intervalo
de integración en segmentos muy pequeños. Su evolución temporal puede aproximarse
asumiendo que 𝐻 es constante en cada uno de dichos intervalos (como en la definición
de la integral de Riemann). De este modo, el estado del sistema puede aproximarse por
un producto de funciones exponenciales complejas que determinan operadores unitarios
y que son los que se implementarán en el ordenador cuántico [162].

Actualmente, la potencia de QAOA en relación con la computación clásica y a estrate-
gias cúanticas alternativas es un área muy activa de investigación [38,264,403,426] (ver
el fenómeno de la descuantización en la Sección 4.2). Resumimos a continuación el estado
del arte.

Para una profundidad 𝑝 = 1 (𝑝 indica el número de parámetros a determinar en el
algoritmo) se ha demostrado que no existe una forma eficiente de simular QAOA de forma
clásica [167], lo cual no quiere decir que no existan algoritmos alternativos que resuelvan
de forma eficiente los mismos probemas. De hecho, la eficiencia relativa de QAOA con
respecto a otros algoritmos depende en gran medida del problema estudiado [411]. Por
ejemplo, el problema de corte máximo de un grafo requiere de cientos de cúbits para
que el algoritmo QAOA pueda resolverlo de forma competitiva frente a uno clásico [195].
Esta dificultad ha llevado al estudio de modificaciones en la aplicación del algoritmo para
resolver este problema en máquinas con un número bajo de cúbits [444,445].

9.6 Ajuste de mínimos cuadrados

Palabras clave: optimización, mínimos cuadrados.

Problema:Dado un conjunto de datos, ajustar los parámetros de una determinada curva
en el sentido de mínimos cuadrados.

La idea fundamental es transformar el problema de mínimos cuadrados en un sistema
lineal a través de las ecuaciones y emplear algoritmos QLSA (Quantum Lineal Solver Al-
gorithm) del tipo HHL (véase sección 3.3) para la resolución del sistema lineal resultante.
Véase, por ejemplo, [407], y los trabajos posteriores que citan a este trabajo. La ventaja
cuántica reside, por lo tanto, en la mejora que los algoritmos QLSA presentan frente los
algoritmos clásicos.

9.7 Machine learning y análisis de datos

Palabras clave: aprendizaje automático, clustering, redes neuronales.

El aprendizaje automático, o machine learning, abarca una amplia variedad de proble-
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mas que pueden ser atacados por un gran conjunto de técnicas algorítmicas. En [238,239,
273–275,333,360,441,442] pueden verse algoritmos cuánticos para resolver sistemas li-
neales [202] que se aplican para acelerar la búsqueda de clusters, análisis de componentes
principales, clasificación binaria, entrenamiento de redes neuronales y diversas formas de
regresión, siempre que los datos cumplan determinadas condiciones (véase también [184]
para las mejoras posteriores de análisis cuántico de componentes principales). Sin embar-
go, una serie de algoritmos de aprendizaje automático basados en sistemas lineales han
sido “descuantizados”. En concreto, Tang demostró en [386,387] que en el caso de proble-
mas de sistemas de recomendación y en el análisis de componentes principales, resueltos
por los algoritmos cuánticos en [238, 333], estos problemas se pueden resolver también
en tiempo polinómico con algoritmos clásicos aleatorios. Un método de clustering no ba-
sado en los sistemas lineales de [202] se da en [408]. Los artículos [3,25,49,129,310,329]
exploran el uso de técnicas de optimización adiabática para acelerar el entrenamiento de
clasificadores.

Los principales tipos de algoritmos encontrados son implementaciones cuánticas de
algoritmos clásicos de aprendizaje automático, como las máquinas de soporte vectorial o
el modelo de los 𝑘-vecinos más cercanos, y algoritmos clásicos de aprendizaje profundo,
como las redes neuronales cuánticas. Una de las aplicaciones más relevantes en el campo
del aprendizaje automático es la clasificación de imágenes. A pesar de que los resultados
son prometedores, el aprendizaje automático cuántico está lejos de alcanzar su máximo
potencial. En [177] se hace una revisión bastante completa de estos métodos, destacan-
do los relacionados con las redes neuronales. En este contexto, una red neuronal cuántica
(QNN), al igual que una red neuronal clásica, puede representar datos etiquetados, clá-
sicos o cuánticos. El conjunto de parámetros se asocia a una serie de matrices unitarias
exp(𝑖𝜃𝜎), donde 𝜎 es una matriz de Pauli generalizada [169]. Algunos tipos específicos de
estos métodos serían los siguientes:

⋄ máquinas de Boltzmann cuánticas: Estas máquinas emulan a una máquina de Boltz-
mann clásica usando hamiltonianos tipo Ising [446]. En [409] se propone un mé-
todo para entrenar máquinas de Boltzmann manipulando estados cuánticos cohe-
rentes con amplitudes proporcionales a los pesos de Boltzmann. Se puede obte-
ner una aceleración polinómica aplicando la búsqueda de Grover y técnicas afines,
como la amplificación de la amplitud, a aquellas subrutinas propicias para los al-
goritmos clásicos de aprendizaje automático más avanzados. Véase, por ejemplo
[12, 13, 145,233,323].

⋄ Utilizando redes de convolución gráfica híbridas (QGCNN), se ha propuesto el diseño y
la implementación de algoritmos híbridos de aprendizaje profundo que, en compa-
ración con las redes neuronales convolucionales cuánticas, el perceptrón multicapa
clásico (MLP) y las redes de convolución clásicas, pueden lograr un mejor rendimien-
to [395]. Se trata de un sistema cuántico donde cada nodo del grafo está en un es-
pacio de Hilbert 𝐻𝑣, formando el conjunto un espacio de Hilbert 𝐻𝑉 = ⨂𝑣∈𝑉 𝐻𝑣.

⋄ Circuitos cuánticos de profundidad variable (vVQC): Los circuitos cuánticos variacio-
nales o parametrizados son algoritmos cuánticos que dependen de parámetros li-
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bres. Estos circuitos variacionales se entrenan mediante un algoritmo de optimiza-
ción clásico que realiza consultas al dispositivo cuántico [215].

⋄ Computación cuántica de reservorio (QRC): Este método utiliza un sistema dinámico
para llevar a cabo tareas de procesamiento de información temporal [383]. El objeti-
vo principal de esta tarea, llamada predicción, es crear una función que transforme
una secuencia de entrada (series temporales) en una secuencia de salida objetivo
para la predicción de series temporales y la clasificación de patrones.

⋄ Clasificador cuántico multiclase (QMCC): En [95] se propone un circuito variacional
diseñado para clasificar el conjunto de datos con cuatro características.

⋄ Máquinas de soporte vectorial con un estimador de núcleo cuántico (QSVM-Kernel): El
algoritmo SVM localiza eventos de datos en un espacio de características de mayor
dimensión, dondemide la similitud entre dos eventos de datos utilizando una “entra-
da de núcleo” [420]. La máquina de soporte vectorial cuántica QSVM y el estimador
de núcleo cuántico (QSVM-Kernel) explotan el espacio de estados cuánticos como
un espacio de características para calcular eficientemente las entradas de núcleo.
En [271] se utiliza la estimación de núcleo cuántico para implementar un clasificador
de vectores de soporte que resuelva un problema de aprendizaje que es tan difícil
como el logaritmo discreto (ver Sección 7.1). Varias revisiones recientes se pueden
consultar en los artículos [4,65,359] y el libro [412].

⋄ Modelo híbrido de vecinos cercanos (HKNN): En estados cuánticos, la superposición
entre dos estados actúa como una medida de similitud análoga a la distancia eu-
clidiana y esta superposición se encuentra a través de un circuito simple conocido
como una “prueba de intercambio” (swap-test). Este circuito se puede utilizar para
evaluar las distancias entre vectores clásicos en algoritmos de KNN [258].

⋄ Otros tipos diferentes de topologías para redes neuronales: redes neuronales ortogo-
nales, redes neuronales cuánticas completamente auto-supervisadas (QFS-Net), re-
des neuronales CNOT (CMN), redes neuronales convolucionales profundas cuánticas
(QDCNN), redes neuronales cuánticas de retropropagación (QBP), redes neuronales
feedforward (ffNN), redes neuronales dememoria a corto y largo plazo (LTSM-QNN),
redes neuronales generativas adversarias cuánticas (QGAN), redes neuronales cuán-
ticas recurrentes (RQNN), etc.

Otros algoritmos de aprendizaje automático cuántico que no entran dentro de ninguna
de las categorías anteriores incluyen [413, 430]. Algunas limitaciones de los algoritmos
de aprendizaje automático cuántico están descritas en [1]. Muchos otros algoritmos de
consulta que extraen la estructura oculta de una función tipo “caja negra” podrían consi-
derarse algoritmos de aprendizaje automático. Véanse, por ejemplo [55,114,136,137,295].
Algunas ventajas de la computación cuántica para aprender de oráculos ruidosos se des-
criben en [130, 203]. Existe un conjunto de trabajos relacionados, no estrictamente de
estrictamente dentro del marco estándar de los algoritmos cuánticos, con respecto a
aprendizaje cuántico, en el caso de que los propios datos sean coherentes desde el punto
de vista cuántico. Véase [11, 30,31,69,82, 151,293,350,351,366].
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9.8 Análisis financiero

Palabras clave: finanzas.

La aplicación de algoritmos cuánticos para el análisis financiero se planteó por pri-
mera vez hace más de dos décadas [353] y desde entonces se han propuesto todo tipo
de técnicas con este fin. En general, esas técnicas suelen basarse en métodos de Monte
Carlo cuánticos, métodos de optimización cuánticos y machine learning cuántico, es decir,
técnicas clásicas pero aceleradas a través de la computación cuántica [75, 155]. Sin em-
bargo estas técnicas aún no han conseguido aplicación práctica en tanto que requieren de
ordenadores cuánticos con un mayor número de cúbits y una reducción drástica del ruido
y la decoherencia. Es por esto que mucha de la investigación actual en este campo se cen-
tra en la obtención de algoritmos que puedan ser efectivos incluso con las limitaciones
de hardware actuales [158].

9.9 Simulación cuántica y redes de tensores

Palabras clave: simulación, redes de tensores.

Este concepto proviene de de la teoría de la información cuántica y del estudio de
sistemas cuánticos de muchos cuerpos [361,396,404,421]. Para representar la función de
onda de un sistema cuántico de muchos cuerpos, podemos escribir:

𝜓 = ∑
𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑁

𝐴𝑖1,𝑖2,…,𝑖𝑁𝑚⃗,

donde 𝐴 ∈ 𝑀𝑛×(𝑁)… ×𝑛(ℂ). Por motivos prácticos, se considera aquí un tensor como una
generalización de una matriz a más de dos dimensiones.

El número de elementos del tensor 𝐴 crece exponencialmente con 𝑁 (maldición de la
dimensionalidad). Una forma de evitarlo sería con una descomposición SVD (también de-
nominada PCA) seguida de una reducción de orden, eliminando los autovalores de menor

peso. De este modo, 𝐴 se escribiría como el producto 𝑈𝑆̃𝑉 𝑡, donde 𝑆̃ es la matriz diago-
nal donde se han eliminado algunos autovalores. Las sumas de los productos matriciales
se realizarían sobre menos dimensiones que las existentes originalmente. Esta es la idea
detrás del método MPS utilizado en este campo [184].

En general, los algoritmos estudiados en las redes de tensores cuánticas (en inglés,
quantum tensor networks o QTN) aprovechan la estructura local del hamiltoniano que ge-
nera dichos tensores. El objetivo es poder describirlo como unamultiplicación dematrices
unitarias de forma óptima, lo que se conoce como el problema de simulación cuántica. A
menos que la clase BPP sea igual a la clase BQP (véase sección 4.1), este problema no
es resoluble en un ordenador clásico en tiempo polinómico. Se han desarrollado muchas
técnicas de simulación cuántica para clases generales de hamiltonianos [10,56,58–61,63,
71, 99, 116, 279, 280, 378, 378,410,436], dinámica química [205, 235, 263, 339, 367], física de
la materia condensada [2,318,419],mecánica cuántica relativista (la ecuaciones de Dirac y
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Klein-Gordon) [127, 172,429], sistemas cuánticos abiertos [89, 111, 122, 246] y teoría cuán-
tica de campos [81,85,201,224–226].

La complejidad exponencial de simular clásicamente sistemas cuánticos llevó a Feyn-
man a proponer por primera vez que los ordenadores cuánticos podrían superar a los or-
denadores clásicos en determinadas tareas [171]. El problema de encontrar estados base
de hamiltonianos locales es QMA-completa y, por lo tanto, probablemente requiera un
tiempo exponencial en un ordenador cuántico en el peor de los casos. En todo caso, se han
desarrollado algoritmos cuánticos para aproximar el estado base [29,33,64,168,234,326,
363,390,399,405,406], así como otros estados de mayor energía [118,236,327,340,388],
para algunas clases de hamiltonianos y estados de equilibrio para algunas clases de ecua-
ciones [332]. También se han obtenido algoritmos cuánticos para preparar ciertas clases
de estados de la red tensorial [182,356,357,361,362,364].

La técnica de redes de tensores se ha aplicado recientemente para extraer funciones
codificadas en amplitudes [290], problemas de combinatoria [269] y se ha estudiado su
relación con el aprendizaje automático [365].

9.10 Computación cuántica adiabática

Palabras clave: adiabática, annealer, máquina de temple cuántico.

Este tipo de computación es diferente del de las máquinas de puertas cuánticas. Está
basada en el teorema adiabático de Born y Fock, que establece que si un sistema cuántico
se modifica de forma “suficientemente” gradual, entonces el nivel de energía no cam-
bia. Aunque el debate sobre si la máquina D-Wave realmente aprovecha los fenómenos
cuánticos genera controversia, es indiscutible el hecho de que estos superordenadores
están especialmente predispuestos para resolver problemas de optimización cuadrática
con variables binarias [88,384,394]. Trabajos previos sobre este tema que buscaban resol-
ver problemas de la vida real con la ayuda de una máquina de temple cuántico se incluyen
en [88, 394]. Si bien uno se ocupa de la resolución del problema del tiempo de difusión
y el otro resuelve el problema de programación de talleres, ambos plantean únicamente
variables binarias en sus formulaciones. Un trabajo que aborda la resolución de Proble-
mas Lineales de Enteros Mixtos (MILP) con la ayuda de una máquina de temple cuántico y
un ordenador clásico para la parte real, aplicado a la optimización de una refinería, puede
verse en [321]. Otros trabajos, como [373], adoptan este esquema híbrido clásico-cuántico
inspirado en métodos de generación de columnas desarrollados en el campo de la Inves-
tigación Operativa.

A continuación, indicamos algunos de los campos de aplicación indicados en la re-
visión [196]. Para un estudio sobre la dependencia del tamaño del intervalo mínimo de
excitación en el algoritmo adiabático cuántico, véase [432]. Sobre el problema del algo-
ritmo de optimización adiabática cuántica y los mínimos locales, véase [336]. Sobre el
problema de muestreo del estado cuántico Gibbs térmico y la evaluación de funciones
de partición con un ordenador cuántico, véase [327]. Sobre el problema de la transición
de fase de primer orden en el algoritmo adiabático cuántico, véase [433]. Sobre los pro-
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blemas de la condición adiabática y el tiempo de colisión cuántica de cadenas de Markov,
véase [251]. Puede encontrarse un método de mezcla cuántica secuencial para cadenas de
Markov que evolucionan lentamente en [317]. Para la descripción de un algoritmo metró-
polis cuántico-cuántico, véase [435]. Sobre las propiedades de un algoritmo de evolución
adiabática cuántica aplicado a instancias aleatorias de un problema NP-completo, véa-
se [163]. Acerca del rendimiento del algoritmo adiabático cuántico en instancias aleatorias
de dos problemas de optimización en hipergrafos regulares, véase [166]. Para un estudio
sobre el entrenamiento de un clasificador binario con el algoritmo adiabático cuántico,
véase [310]. Sobre el problema de entrenar un clasificador a gran escala con el algoritmo
adiabático cuántico, véase [311]. Para una demostración práctica de la clasificación bina-
ria utilizando la implementación de hardware de recocido cuántico, véase [309]. Acerca
del problema de entrenamiento de un clasificador a gran escala con optimización cuán-
tica adiabática, véase [308]. Sobre el tema de la clasificación robusta con optimización
cuántica adiabática, véase [139].

Otra revisión de interés en computación cuántica adiabática que explica variantes del
teorema adiabático y AQC estocástica es [16] y, para el campo de las finanzas, puede
consultarse [208]. Un libro que revisa el trabajo de D-Wave para la construcción de su
máquina es [285].

9.11 Ecuaciones diferenciales ordinarias

Palabras clave: Ecuaciones diferenciales ordinarias, métodos numéricos para EDOs.

Problema: Dado un problema de valores iniciales en ℝ𝑛, d x/ d 𝑡 = f(𝑡, x), x(𝑡0) = x0,
aproximar numéricamente su solución en un determinado tiempo o conjunto finito de tiem-
pos.

Existe una gran variedad de literatura que aborda el problema para el caso lineal, véa-
se, entre otros, [57,62,112,240,250,422]. En esencia, gran parte de estos trabajos parten
de esquemas numéricos clásicos para la resolución de EDOs para llegar a un sistema lineal.
La principal ventaja cuántica reside en que los sistemas lineales resultantes pueden ser
abordados con algoritmos QLSA (Quantum Lineal Solver Algorithm) del tipo HHL (véase
Sección 3.3). En general, en los algoritmos presentados, se observa una mejora exponen-
cial en el orden de complejidad con respecto a los algoritmos clásicos.

En lo que respecta a los problemas no lineales se observa una gran variedad de téc-
nicas, desde la aplicación de métodos numéricos clásicos para reducir el problema a un
sistema lineal, técnicas de linealización, aproximaciones polinómicas, etc. (véase, entre
otros, [250, 256, 260, 270, 437]). En todos los trabajos consultados los autores son opti-
mistas en lo que se refiere a la ventaja de la computación cuántica frente a la clásica.

Como aspecto negativo cabe destacar que los algoritmos QLSA nos proporcionan la
solución en forma de estado cuántico, lo cual dificulta el acceso a la información completa
sobre la solución. En el caso de que estemos interesados en el valor de la aproximación
en un punto en concreto, una posible solución a la limitación comentada anteriormente
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es introducir de forma artificial ecuaciones en el sistema lineal de forma que se repita la
solución buscada un número lo suficientemente alto de veces para que al medir el estado
cuántico la probabilidad de observarla sea elevada (véase, entre otros, [57]).

9.12 Ecuaciones en derivadas parciales

Palabras clave: Ecuaciones en derivadas parciales, métodos numéricos para EDPs.

Problema: Dada una ecuación en derivadas parciales con condiciones de contorno y, en
su caso, condiciones iniciales, aproximar numéricamente su solución.

Los métodos numéricos de resolución de EDPs clásicos (Diferencias Finitas, Elementos
Finitos, Métodos Espectrales, etc.) reducen el problema de aproximar la solución a un
sistema lineal. Es en la resolución del sistema lineal donde los algoritmos QLSA (Quantum
Lineal Solver Algorithm) del tipo HHL (véase Sección 3.3) muestran su ventaja frente a
los algoritmos clásicos. Este es el argumento que se emplea en, por ejemplo, [113, 127,
131, 223, 265, 299, 439]. Al igual que en el caso de las ecuaciones diferenciales, uno de
los principales inconvenientes a la hora de aplicar estas técnicas a la hora de aproximar
la solución de una EDP radica en el hecho de que dicha solución viene dada en forma
de estado cuántico. En los trabajos anteriores se proponen diferentes situaciones en las
cuales el uso de la solución en forma de estado cuántico se puede emplear para realizar
determinados cálculos.

Recientemente, el concepto de computación variacional cuántica (VQC) para resolver
problemas de optimización se ha comprobado que es viable para resolver ecuaciones en
derivadas parciales. Básicamente los algoritmos VQC son algoritmos de optimización hí-
bridos en donde la evaluación del funcional de coste se realiza a través de un ordenador
cuántico,mientras que el algoritmo de optimización se lleva a cabo empleando algoritmos
clásicos. Destacamos, entre otros, [268].

10 Ordenadores cuánticos, aplicaciones a la industria y

casos de uso

En los últimos años se han formulado muchas potenciales aplicaciones de la compu-
tación cuántica a sectores productivos como pueden ser las finanzas, la industria far-
macéutica, la industria química, la industria del automóvil o la de la energía, entre otras
[43, 68, 209, 324, 368, 375], todo ello acompañado de un crecimiento exponencial de la
financiación pública dedicada a proyectos de computación cuántica liderado por China
(15,3 mil millones de dólares) y, en segundo lugar, la Unión Europea (8,4 millones de dó-
lares) [377].

Sin embargo, los casos de uso en la actualidad son muy limitados debido a la natu-
raleza incipiente de la tecnología, cuyos errores o falta de capacidad hacen que aún sea
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inviable para muchas aplicaciones. También es importante tener en cuenta la dificultad
de conocer estos casos de uso, sobre todo en aplicaciones experimentales, debido la falta
de transparencia de la industria, a menudo fruto del celo por proteger la propiedad inte-
lectual [68,368]. Este hecho, junto con la dificultad de implementar la tecnología, deriva
en la carencia de un marco coherente de aplicación y a una falta de impacto probado en la
industria, lo cual, a su vez, limita la inversión privada más allá de las principales empre-
sas proveedoras de servicios de computación cuántica (IBM, Google, D-Wave, etc) [375].
A pesar de ello, la inversión privada y las startups relativas a computación cuántica se
han disparado entre el 2015 y el 2021 [68], aunque este impulso se ha ralentizado en el
2022 [377].

En el caso de la Unión Europea, esta lanzó en 2018 el Buque Insignia de Tecnologías
Cuánticas (Quantum Flagship) [330]. Se trata de una iniciativa de investigación a gran es-
cala y a largo plazo con un presupuesto de 1.000 millones de euros financiada por la UE
que reúne a instituciones de investigación, la industria y financiadores públicos1. Además,
como parte de la Empresa Común Europea de Informática de Alto Rendimiento (EuroHPC
JU2), la Comisión Europea ha empezado a construir ordenadores cuánticos piloto. Estos
ordenadores actuarán como aceleradores interconectados con los superordenadores de
la Empresa Común, formando máquinas híbridas que combinan tecnologías informáticas
cuánticas y clásicas. Entre sus objetivos, estarán abordar problemas complejos de simu-
lación y optimización, especialmente en el desarrollo de materiales, descubrimiento de
fármacos, pronóstico del tiempo, transporte y otros problemas del mundo real de gran
importancia para la industria y la sociedad. En última instancia, se pretende ofrecer el
primer ordenador con aceleración cuántica en 2025.

En octubre de 2022, la Empresa Común EuroHPC anunció la selección de seis sitios en
toda la UE para albergar los primeros ordenadores cuánticos europeos, que se integra-
rán en los superordenadores EuroHPC. Estas computadoras cuánticas recién adquiridas
a través de un presupuesto de 100 millones de euros se basarán en tecnología europea
puramente de vanguardia y se ubicarán en Chequia, Alemania, España, Francia, Italia y
Polonia.

Por otra parte, a nivel nacional, es Alemania la que lidera en la Unión Europea la inver-
sión pública en computación cuántica, suponiendo un 42% de la financiación total de la
UE [377]. Asimismo, la inversión privada en Alemania se ha catalizado a través del consor-
cio de empresas QUTAC (Quantum Technology and Application Consortium). Esta agru-
pación recoge a empresas líderes en sectores como la manufactura de vehículos (BMW,
Bosch, Volkswagen), la industria química y farmacéutica (BASF, Boehringer Ingelheim,
Merk), los seguros (Munich Re) y la tecnología (Infieon, SAP, Siemens). El consorcio ha
señalado una serie de usos con potencial impacto que están investigando (ver Tabla 10.1).

1https://digital-strategy.ec.europa.eu/en/policies/quantum.
2https://digital-strategy.ec.europa.eu/en/policies/high-performance-computing

-joint-undertaking.
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Reto Ámbito Empresa Caso de uso Impacto

Ingeniería y

diseño

Machine

Learning

AIRBUS Computación cuántica para

modelización de EDPs

Alto

Optimiza-

ción

AIRBUS Optimización del diseño de la caja del

ala

Alto

Bosch Comprobación de software y

demostración de corrección

Medio

Simulación Bosch Optimizaciones de diseño para

motores eléctricos usando simulación

numérica y elementos finitos

Medio

Merck Identificación y control de

parámetros accionables para el

control de la propagación de

enfermedades

Desco-

nocido

Ciencia de

materiales

Optimiza-

ción

Boehringer

Ingelheim

Técnicas de imágenes optimizadas –

Técnicas de imágenes inspiradas en

algoritmos cuánticos

Medio

Simulación BASF Química cuántica – Predicción de la

reactividad química en química

cuántica molecular

Alto

Boehringer

Ingelheim

Dinámica molecular – Simulación de

la dinámica de moléculas

Alto

Merck Desarrollo de materiales y drogas

usando simulaciones cuánticas

Medio

Munich Re Cobertura de batería - Garantías de

rendimiento para baterías de

vehículos eléctricos

Medio

VW Computación química para

investigación en baterías

Alto

Producción

y logística

Machine

Learning

Siemens QaRl – Aprendizaje con refuerzo

asistido por computación cuántica –

Aplicable a muchos casos de uso

industriales

Medio

Optimiza-

ción

BASF Gestión de flotas – Despliegue y

enrutado de camiones y maquinaria in

situ

Medio

BMW Planificación de producción

robotizada – Optimización de

recorridos de robots para robots de

producción (e.g. robot de sellado de

PVC)

Medio

BMW Prueba de componentes de vehículos

– Optimización de la configuración de

las opciones de vehículos de pruebas

Medio
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Reto Ámbito Empresa Caso de uso Impacto

BMW Configuración de turnos –

Optimización de la asignación de

turnos laborales

Medio

Infineon Satisfacción de demanda en cadenas

de suministro – Decisión de un plan

de producción dada una demanda

prevista

Medio

Infineon Uso de los actuadores y sensores

Infineon para optimizar cadenas de

suministros del lado del cliente

Medio

Munich Re Cobertura de transporte – Seguros de

transportes de material en los que el

tiempo es crítico

Medio

SAP Logística – Carga de camiones Medio

SAP Planificación de la cadena de

suministros – Escalado mejorado y

acelerado de órdenes de venta

(escalado de lotes)

Alto

Siemens QoMP – Producción matricial con

optimización cuántica – Optimización

en tiempo real del taller de

producción

Medio

VW Optimización de rutas de vehículos –

Optimización de la utilización de

vehículos en una red de transporte

Alto

Seguridad

poscuántica

Criptografía Munich Re IoT Cyber Cover – Seguros de

criptografía poscuántica

Medio

Cuadro 10.1. Casos de uso identificados por QUTAC [43, Table 3].

Existen pocos casos de uso en la industria a día de hoy, pero podemos destacar los
siguientes ejemplos de investigación en aplicaciones de la computación cuántica por parte
de diferentes empresas.

⋄ Airbus: En el año 2020 ofreció una competición, llamada Airbus Quantum Computing
Challenge1, para buscar soluciones a una serie de problemas utilizando computación
cuántica. Los ganadores resolvieron un problema de optimización de la carga de un
avión utilizando un algoritmo cuántico.

⋄ Amazon y BMW: En una colaboración reciente [358] se plantearon problemas de pla-
nificación de trayectorias de robots a escalas relevantes para la industria, para lo
que desarrollaron un proceso de optimización con algoritmos cuánticos híbridos.

1https://www.airbus.com/en/innovation/disruptive-concepts/quantum-technologie
s/airbus-quantum-computing-challenge.

CTS-2023- 0044 Las Matemáticas en la era de la Computación Cuántica 114 / 151

https://www.airbus.com/en/innovation/disruptive-concepts/quantum-technologies/airbus-quantum-computing-challenge
https://www.airbus.com/en/innovation/disruptive-concepts/quantum-technologies/airbus-quantum-computing-challenge


⋄ BMW: En el año 2021 ofreció una competición similar a la de Airbus: BMWGroupQuan-
tum Computing Challenge1. Se proclamaron ganadores en cuatro áreas: posiciones
de los sensores para las funciones de conducción automatizada, simulación de de-
formaciones de materiales, optimización de la configuración de vehículos preserie y
análisis de calidad automatizados.

⋄ Volkswagen: En una publicación reciente [381] muestran como aplicaron un algorit-
mo cuántico de optimización aproximada (QAOA) al problema del taller de pintura
que surge la industria del automóvil [159]. Realizaron simulaciones numéricas junto
con datos experimentales obtenidos de un ordenador cuántico de iones atrapados
logrando proporcionar una comparación entre el rendimiento de QAOA y la heurísti-
ca clásica en el límite de tamaño infinito para la computación cuántica sin ruido. Los
resultados experimentales de este artículo ponen de manifiesto el empeoramiento
del rendimiento del algoritmo cuántico al aumentar el tamaño del problema. Desta-
can además que este tipo de algoritmos pueden aplicarse a otros problemas, como
el problema de optimización de los coches que ensamblan los trabajadores: los co-
ches con techo solar son más difíciles de ensamblar y no deben estar adyacentes
en una secuencia para que los trabajadores puedan seguir el ritmo de la velocidad
constante de la cinta transportadora. Comentan además que responder a la pre-
gunta de si QAOA es un algoritmo de aproximación de factor constante podría abrir
un nuevo espacio para la ventaja cuántica.

Por otra parte, en [397], se presentó un método de elementos finitos para optimi-
zar un objeto tridimensional bajo criterios físicos dados (por ejemplo, diseñar un
retrovisor que minimice el ruido que genera en los lugares donde se sientan los pa-
sajeros). Se obtuvo una aproximación de este problema de elementos finitos con
optimización cuadrática binaria sin restricciones (QUBO) y se introdujo la matriz co-
rrespondiente en una QPU D-Wave. Con esto se calculó la presión sonora sobre una
geometría inicial de forma clásica y la QPU resolvió el problema preparado en el
ordenador clásico. Esta combinación híbrida generó la solución deseada.

10.1 Computación cuántica en España

Como se mencionó anteriormente, España es fue uno de los países seleccionados den-
tro del proyecto EuroHPC JU de la Comisión Europea. El ordenador situado en España, en
el marco del consorcio EuroQCS-España, será alojado por el Barcelona Supercomputing
Center (BSC) e integrado en el superordenador EuroHPC MareNostrum52. El consorcio
EuroQCS-España está liderado por el BSC e incluye al Institut de Física d’Altes Energies
(IFAE) de España y al International Iberian Nanotechnology Laboratory (INL) de Portugal.
El objetivo de EuroQCS-España es desarrollar un ordenador cuántico analógico, comple-

1https://www.press.bmwgroup.com/global/article/detail/T0362463EN/bmw-group-q
uantum-computing-challenge:-the-winners-have-been-decided?language=en.

2https://www.bsc.es/news/bsc-news/one-step-closer-european-quantum-computing
-the-eurohpc-ju-signs-hosting-agreements-six-quantum.
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mentando al ordenador cuántico digital y al emulador cuántico que el BSC ya hospeda
bajo la iniciativa Quantum Spain de la que forman parte el Centro Nacional de Super-
computación (BSC-CNS), el Centro de Supercomputación de Galicia (CESGA), el Centro de
Supercomputación de Castilla y León (SCAYLE), la Universidad de Zaragoza, la Universidad
de Valencia, la Fundación Computación y Tecnologías Avanzadas de Extremadura (Compu-
taex), el Instituto de Astrofísica de Canarias (IAC), el Consorcio de Servicios Universitarios
de Cataluña (CSUC), el Centro de Investigaciones Energéticas, Medioambientales y Tecno-
lógicas (CIEMAT), Navarra de Servicios y Tecnologías (NASERTIC), la Universidad Autóno-
ma de Madrid, la Universidad de Málaga y la Universidad de Cantabria1. Ambos sistemas
cuánticos serán integrados, lo que creará un sistema de computación heterogéneo com-
puesto por diferentes unidades de procesamiento cuántico analógico y digital.

Además del consorcio EuroQCS-España dentro del proyecto Quantum Spain, el infor-
me Spain Quantum Industry Report 2023 [178] recoge la situación actual de la industria de
la computación cuántica en España, incluyendo las principales empresas, centros tecno-
lógicos y de investigación, asociaciones y ecosistemas regionales, los proyectos actuales
y oportunidades de financiación.

De entre los proyectos destacamos el proyecto CUCO (liderado por GMV, y constituido
por las empresas BBVA, DAS Photonics, GMV,Multiverse computing, Qilimanjaro Quantum
Tech y Repsol; los centros de investigación BSC, CSIC, DIPC, ICFO y Tecnalia; y la Univer-
sitat Politècnica de València), para la investigación de la computación cuántica aplicada a
industrias estratégicas (energía, finanzas, espacio, defensa y logística).

En la comunidad gallega se creó en 2022 el Polo de Tecnologías Cuánticas de Galicia
con el objetivo de que Galicia sea un referente europeo e internacional en computación y
comunicación cuántica de cara al 2030, tanto a nivel académico y de investigación, como
empresarial y comercial2. Dentro de este proyecto está la financiación otorgada por la
Xunta de Galicia para la compra de un ordenador cuántico Fujitsu para el CESGA.

10.2 Riesgos y consideraciones éticas

Al igual que cualquier otra tecnología disruptiva, la computación cuántica presenta
una serie de riesgos y retos éticos [212,241,418]. Comparte con otras nuevas tecnologías
los problemas relativos al acceso equitativo por parte de todas las partes interesadas, el
acceso a educación relativa a la tecnología y el riesgo de oligopolio a través de patentes,
entre otros.

El peligro más destacable inherente a la computación cuántica es la posibilidad de
usarla para descifrar información cifrada con RSA (es sistema de encriptación más común
a día de hoy) que hasta ahora se consideraba segura. Existen ya protocolos de encripta-
ción poscuántica que se prevé sean resistentes a estos ataques, pero eso no elimina el

1https://portalayudas.mineco.gob.es/Quantum%20Spain/normativa/Paginas/bases.a
spx.

2https://www.cesga.es/polo-de-tecnologias-cuanticas-de-galicia/.
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riesgo de que la información encriptada que se transmite a día de hoy se almacene y sea
descodifique cuando la tecnología esté disponible, lo que se conoce como un ataque “in-
terceptar ahora, desencriptar más tarde” [241]. Esta situación podría revelar información
sensible de estados, empresas y particulares, por lo que urge cambiar los sistemas de
encriptación cuanto antes por unos resistentes a estos ataques.
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